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О РЕШЕНИИ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ РЯДАМИ ДИРИХЛЕИ. В. КлейзаШ. И. Стрелиц [1] и И. В. Кисел юс [2] рассматривали дифференциальные уравнения в частных производных, являющихся до некоторой степени аналогом уравнений типа Фукса, где в отличие от случая одного переменного требовалось выполнение дополнительного условия,-обеспечивающего существование решения. Систему аналогичных уравнений исследовал Ф. И. Гече.В работе Е. К. Ненишките [3] доказано существование одного класса решений уравнения

∑ ∑ Λ...√¾ ... zr)
l=0 il+ — +ir=lгде Fth,,,ir - абсолютно сходящиеся в некоторой области ряды Дирихле. Настоящая работа обобщает полученные в [3] результаты для систем аналогичных уравнений.В статье будем пользоваться следующими обозначениями. Мультииндексом мы называем, как обычно, целочисленный вектор i = (z1,... ιr) c неотрицательными компонентами. Пусть ∣i∣ = z'ι+ ...+fr. Через D'U обозначим производную функции U порядка ∣i∣,
DiU=Dii ... Dt'U, где

∂k
Dik=-1- , DqU=U.

Мы будем также пользоваться следующими сокращенными обозначениями: 
л

zi = (z'i*∙zj∙....∙z∕, 2 β<i)= Σ β'∙-',∙
∣il≤n ∕ι+...+ir=0Всюду через z=(z1...zr) будем обозначать точку г-мерно го комплексного пространства. Определим норму матрицы Л = (а,к)р>9:∣MII=∑ ∑ l<⅛l∙

1=1 к=1Покажем выполнение аксиом нормы:1) И А И >0; IIЛ || = 0 тогда и только тогда, если А = 0,
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2) ll^∣∣ = ∑ ∑ ∣c∣∙∣<⅛l = ∣c∣∙U∣∣,
/=1 fc=l3) ∣M+Λ∣∣=∑ ∑ ∣<¼+⅛ι≤∑ ∑ l¾ι+ι⅛∣=M 11 + 11 ВЦ

/=1 Л-I /=1 к=1(здесь B = (blk)p, β). Норму функциональной матрицы
F(z)=(⅛(z))p 4определим как неотрицательную функцию от z, которая в каждой постоянной точке ž равна норме числовой матрицы F(ž). Через <z; β> будем обозначать скалярное произведение г-мерных векторовz=(zx ... zr) и β=(β1 ... βr),<⅛ β> = ∑ ⅞,β⅛∙

fc=lДальше в тексте через Х(» = (Х(Л... λjyj) обозначены такие действительные векторы: λj°)=...=λ<°) = Oλ<>)≥0, (fc=l ... r; j=l, 2 ...)
ГH∕= Σ λ*,n∕r 00∙⅛-ι j-~o

(А)

Доказательству основной теоремы предпосылаем две леммы. 
Лемма 1. Пусть ряд

∙F(z)=∑ 4,exp{-<Х<Л; z> },
)-о

где A j - p×p числовые матрицы, абсолютно сходится в области G г-мер
ного пространства (комплексного) Cr. Тогда∣∣4∣∣≤jp≡T⅛F)exp {<Х<»; х> },
где

Т(х; F) = sup ∣∣F(x + z y)∣∣, x∈G0,
у

а Go — образ G в Rr при отображении-. z→Rez=x. Доказательство. Если р=1, то (см. [1])II Aj H = Į Aj Į ≤ sup I F(x + iy) Į ∙ exp {<λ<>>j x> }.
уЕсли же р>\, тоl∣411= ∑ ∣α⅛>l≤p,max∣α⅛>∣≤,.Z> '∙k≤p2max {sup[∕∣s(x+iy)∣}∙exp {<λ<>>ι x>}≤

I, k у≤р® sup II F(× + i у) И ∙-exp { < Х(7>; х> },
У
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II Aj II ≤pi T(i; F) ■ ехр «Х<»; х> }.Лемма 2. Пусть дана система дифференциальных уравнений

Σ A(i,l>iU=exp {<ß; z>} £ 5texp {-<λ<*>∙, z> }, (1)li ∣≤∏ Λ=l

относительно которой предположим выполненными следующие условия'.
001) ряд Bλexρ{- <λ<*>jz>} абсолютно сходится в некоторой области

k=∖
Н г-мерного комплексного пространства (Bk-p×∖ числовые матрицы);2) detρo(η)≠0

г

для всех η = (ηι ... ηr)i ηβ ...; ηr≥0, £ η7=l,
7=1

где β0(η)= X Λ(i) ηi, a A(i} - p×p - числовые матрицы. ТогдаĮi ι = n1) существует бесконечное множество корней β уравненияdet β(η)=O,
где β(η)= ∑ ^<i>ηi∙

1 i ∣≤λ
удовлетворяющих условиямdetβ(β) = O, (2)
а detβ(β-λ<*>)≠O (fc=l, 2...); (3)2) при выполнении условий (2), (3) система (1) имеет решения, пред
ставимые абсолютно сходящимися в области Н рядами Дирихле

U(z)=exp «ß; z>} ∑ β→(β-λ<*∙)¾.eχp {-<?.<*>; z>}.
к=1Доказательство. Представим матрицу Q (τi) как сумму матриц 

Av (η), элементы которых однородные многочлены v-й степени. Имеем
β(η)=∑ 4,(η)∙

v=^0ΛCn)= 2 Λ(i>ηi.I i l=vЗапишем, далее, матрицу An(β-λ<*>) в виде суммы
An (β - λ<*>)=(- 1)« А„ (λ<*>) + 2n (β - λ<*>),где Λn(β-λ<*>) - матрица, в которой произведения λi=λ⅛ ... λlrr степени меньше и, т. e. ∣ i | < п.
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Тогда β(β-λ<*>)=∑ Λv(β-λ<*>)=∑
v=0 v=0 **

л—1= (μt)' {(-l)"A (≡) + А [4,(β-λ<*>)+∑ Λ(β-λ)<i>)]}
* k v=0

г(rΛeμjk=^ λj*>). Определитель матрицы
y=ι

л—1Λ(β-λ<*,) + ∑ A(β-λ<t>)
v=0—многочлен относительно λjfc> ... λ∕fc> степени не выше рп — 1, следовательно,∣detβ(β-λ<*>)∣ =

Здесь b(į} — некоторые постоянные. Замечая, чтоI ∑ ^⅛∙i(i> ∣→0 при μfc→oθ.
I i I <pn k

(λ(ft) \—-J≠0, поэтому и detβ(β-λ<*>)≠O при достаточно больших μk, т.е. существует бесконечное множество корней β, удовлетворяющих свойствам (3). Из неравенства (4) следует также, что существует с> О такое, чтоĮ det Q (β - λ<*>) I > с ∙ (μfcK". (5)В дальнейшем относительно sβ будем предполагать выполненными условия (2), (3).Найдем решения системы (1) и докажем их абсолютную сходимость. Для этого заметим, что система2 A(^Di U=Blc∙exp {<β-1<‘>; z>} (6)
∣i ∣≤∏имеет решения∑7(z)=β^1(β-λ<*,)¾∙exp {<β-λ<fc,j z>} , (7)при каждом fc=l, 2... . Действительно, подставляя (7) в (6), получаем2 ⅜0σ(z)=∑ ¼(β-λ<*>)i∙β-1(β-λ<*>)∙
∙⅛exp {<β-λ<*>ι z>} = β(β-λ<*>)∙β-1(β-λ<*,)∙ ∙∙B*exp {<β-λ<*>j z>} = Λ∙exp {<β-λ't'l z>}.
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∣∣(β∕√β-λ<*‰∣∣ ^c0√μfc)"(p-υ^ ε

“ ∣detβ(β-λ(fc))] c(μjk)vгде 2∣fc (β-λ<*>) - соответствующие алгебраические дополнения матрицы β(β-λ<*>), с0 — некоторая константа, аПосле этих замечаний ясно, что ряд (формальное решение):
∑ δ~1(β-λ<t>)∙¾∙exp «ß—Х‘*>; z>} (9)fc=lпри Rezj>xj0> (7= 1,2, ..., г) x<0>∈tf0мажорируется сходящимся по условию леммы в области Н рядом,č’Ž <⅛" И-®*∣∣∙∣eχP Kβ-λ'b! χ,0,>}l.

т.е. ряд (9) абсолютно сходится в Н. Лемма полностью доказана. Теорема. Рассмотрим систему р уравнений с р неизвестными

∑ Fliy(i)D>U=0.
I i ∣≤∏

Если1) ⅜(z) = į Λ<'>∙exp {-<λ<*>j z>} (10)
fc=0

— абсолютно сходящиеся в области G ряды, Дирихле, а векторы λ<*> удов
летворяют условиям (А);2) detβo(η)≠O, где β0(η)= £ ηi,

i i ι=n
для всех η=(ηi ... ηr), удовлетворяющих условиям:

г
411 ηr≥0, 2 ¾=1'∙

7-13) имеет место равенствоHm — =p<co, (11)
n→∙∞ Ни

то существует бесконечное множество решений системы (10), представи
мых абсолютно сходящимися в некоторой области G1<=,G рядами Дирихле

17(z)=exp {<β∙, z>} ∑ ∑ ⅛...z*exp {-<λ<,∙>+...+λ⅛,j z>}, (12)



92 Я. В. Клейза

где ß — корень уравнения detβ(η)=O (β(η)= ∑ -⅛i>ηi)∙
I i ∣≤Λ

В частности,если F(i) (z)=const, когда ]i∣ = w, то ряды (12), сходятся абсо
лютно в области G0cGc границей, отстоящей от границы G на р. Доказательство. Рассмотрим систему

2 ^>D≡<7=τ 2 [⅞>(z)-Λβ>]P≡σ, (13)
i i ∣≤n I i l≤nсовпадающую с (10) при τ= -1. Докажем существование решения этого уравнения в области Gτ. Решение будем искать в виде:
U(z)=∑ Φj(z)∙τ1, (14)j=0где

Подставив (14) в (13) и сравнивая коэффициенты у одинаковых степеней τ, будем иметь
2 Λ<i>DiΦo = 0, (15)

I i l≤∏
2 4≈>z>≡φs= 2 l⅜(z)-4,l^-ι U=ι. 2∙ •••)• (16)I i ∣≤n I i l≤nНайдем решения этих систем. Если β удовлетворяет уравнениюdet[β(η)] = O,то существует такая числовая матрица £/0 размеров (р × 1), что exp {<ß; z>}2Γ есть решение системы (15), т. е.Φ0(z)=exp {<ß; z>}E, (17)причем Е удовлетворяет уравнению ß(ß)-£=O. Подставив (17) в первое матричное уравнение системы (16), получаем2 4')P'Φ1-exp{<βj z>} 2 [⅞)(z)-^i']βif=

I i ∣≤λ I i ∣≤λ= exp {<ß; z>} ∑ ∑ exp{-<λω∙,z}. (18)s=l ∣il≤nОбозначимΛ=β-1(β-λ<n)∙ ∑ ^i>βir.
I i ∣≤nИз леммы 2 сейчас следует, чтоΦ1(z)=exp «ß; z>} 2 ∙s.eχP {-<λ'i,i z>)
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удовлетворяет системе [(18) и абсолютно сходится в области G. Подставив Φ1 (z) в следующее матричное уравнение системы (16), находим:∑ Λ<i,Z>iΦ8 =
1 i ι≤π=exp {<β. z>} jį ∑ А*-В, ∙(β-λ<'>)i∙exp{- <λ<>> + λ<->j z>}. (19) 

s,t=l ∣i∣≤nВводя обозначения⅛z1=0-1(β-λ<'∙>-λ<,*>)∙ ∑ ^ιi)⅛,(β-λ<'*>)',
I i I≤nпо лемме 2 выводим, чтоΦ2(z) = exp {<ß; z>} £ -β∕1,iexp {-<λ<z>> + λ<z∙>j z>}

∕ι,∕.= lабсолютно сходится в области G и удовлетворяет матричному уравнению (19). Покажем (по индукции), что вообщеΦj(z) = exp «ß; z>} ∑ ⅛..vexp {-<λ<'∙>+ ... +λ⅛× z>}, (20)
Z,..∙Z,=1где ¾...zt = β-1(β-λ"',-∙∙∙-λ,y)∙ 2 4’∙Bll..,,jι •

I i ∣≤n.(β-λ<ω- ... -λ⅛-ι>) (21)(¾=β-1(β-λ<,>')∙ 2 4⅛∙E∙β*)∙
I i I≤λДействительно, если предположения (20) и (21) верны для 5-1, то подставив Φs-1 (z) в J-е матричное уравнение системы (16), получаем:

2 4i,βiφs=
I i l≤n= ∑ ∑ ∑ b∣> • о - λ*'∙, - • • • - λ∙tfj-,,)i ×

∣i∣≤n^=l z∣∙∙Λ-1"1×exp {<β-λ<ω- ... -λσΛ z>} = exp «ß; z>}×
× Σ Σ b∣,-!,-l∙∞P {-<λ,'*,+ ∙ ∙ ∙ +λ'φ! z>}∙ (22)
∕1...∕j=l ∣i∣≤nВ силу леммы 2 матричное уравнение (22) имеет решение (20) с коэффициентами (21). Но выше]мы доказали, что соотношения (20) и (21) верны для 5=1,2, следовательно, они верны и для любого 5.Докажем абсолютную сходимость ряда (14) в области (7τ. Для этого оценим коэффициенты ⅛...∕j. Имеемll⅛...∕,ll≤

≤l∣β-1(β-λ,l,,-... — λ,,j,∣∣∙ ∑ ∣μξ,∣∣∙∣(β-λΛ>-...-λσ'->,)*∣∙
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В силу леммы 1 отсюда следует, чтоIl≤ T(i)∙psexp {<λ,'Λ x>}∙ II β^1(β-λ<'*>- ... -λ,y IIX× ∑ ∣(β-λ<'∙>-...-λu->,)1∣∙∣∣5,l...,j-ι∣∣
I i ∣≤∏(где T(x)= maxT(x; F(0))∙' ∣i∣≤∏ •Заметим, что для каждого 5 и j (s= 1, 2, ...; j= 1, 2, ..., г) существует константа c1>l такая, что

5—1 5 51 βj- ∑ ∣<∣⅛∣ + ∑ ⅛≤c! ∑ ⅛ (23)
k=∖ Λ=l fc=l

5—1/при 5=1 считаем, что £ λy^≡O, но оценка (23) верна и для этого случая). ∖ ⅛=ι 7Отсюда 2 ∣(β-λ<'*>-...-λ⅛-ι,)i∣≤ ∑ c∣i∣-(2 ⅛)'i,≤∣i∣≤n ∣il≤n к=1

≤cf Σ (Σ ⅛)l,l≤<⅛(∑ ¾)"∙ (24)
Į i l≤n k=l к=1где с2 некоторая константа, не зависящая от значений s. Воспользуемся теперь оценками (8) и (24). Имеемll⅛...(,ll≤P,c¾Γ(i)exp {<λ<4 x>}∣I⅛1...zj.i∣∣.По индукции покажем, что

sII B,,.. J' II ≤ К‘ • T« (х) ∙ exp { × 2 λ¾,j x× }, (25)
l √=1 ’где Ä=const>p2c <⅛( ∣∣Γ∣∣ + 1).Пусть оценка (25) верна для ⅛...∕,-1∙ Тогда∣∣¾..,j∣∣≤JC∙T(x)∙exp {<λ⅛∖ x>}∙∣∣¾.λ,1∣I≤

1⅛-l≤Λ"∙T(x)exp {<λσΛ x>}∙A's-1∙Ti-1(x)∙exp ∣× £ λαΛ x×∣ = 
7=1

5= ^∙Γs(x)∙exp {×∑ λwΛ χ∖∣, 
т.е. для доказательства справедливости оценки (25) достаточно доказать ее для Bll. Легко вычисляем:II Bh II = II Q~1 (β - λ<'∙>) ∙ X All ∙ βi E II ≤

≤ -(^)√∙Ps∙Γ(x)∙∏l∣∙exp {<λ<4 x>}∙<⅛∙(μ,,)"≤ ≤^∙T(x)∙exp {<λ<'l>∙, х».Таким образом, оценка (25) верна для Bιl.,ja при всех s.
(26)
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Оценим сейчас решения Φs (z):l∣Φs(z)ll≤∣exp {<ß; z>}l∙ ∑ ll⅞...∕,l∣∙exp (-∕∑ λ⅛,1 x∖j≤'.∙Λ-1 j-> ,≤exp{<β∙, x>}∙Xs∙Γ*(i)∙ [J ∑ eχP∣-∖Σ λ,'^Λ x-∖>}'
√=ι /.=1 l Jt=l ,Обозначив A=min (xj-xj)t получаем:

l≤√≤r∣∣Φs(z)ll≤exp {<ß; x>}∙7C*∙ Γs(x)∙ ( ∑ exp {-μly∙A})s∙ (27)'j-,Из условия (11) вытекает, что для любого ε>0при n>N(ε),Тогда ∑ exp {-μi∕A}≤ ∑ b Р+‘ ,
'y-(tf(e)l+l ∕j≡lN(ε)J+l

СОт.е. ряд R (h) = ∑ exp{-μj.∙A} сходится при A>p + ε. Пусть ряд К (h) 
lΓlсходится при h = h0, тогда он сходится равномерно при A>A0. Поскольку lim R (h) = О,

h→∞то для любого δ>0: R (h) <δ при h>h (δ) и поэтому рядexp{<βj x>} ∑ (jr∙T(x)∙Λ(A)∙∣τ∣y
5 = 0при I τ I ≤ 1 сходится при достаточно больших h и является мажорантой для ряда (14).Пусть теперь F(i) (z)=const, когда ∣ i \ = п. Тогда суммирование в правой части (13) производится до п — \ и поэтому коэффициенты приобретают следующий вид:

bi,.. .,j=ρ→ (β - λ<'∙> -... - λ⅛>) • 2 a% ∙ (β - λ,'∙, - • • • -
I iI≤λ-1-λ⅛-l,)i∙¾...,jι.Из (23) получаем

2 ∣(β-λ<∕.>-..,-λ⅛-1>)i∣≤c2 (2 μ⅛)"^'≤
I i I≤π-1 к=1

s s
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где
Прибегая к предыдущим рассуждениям, убеждаемся, что
где
Поэтому рядexp {<β', x>}∙∑ ( У f,<3t> Λ(Λ)∙∣τ∣y
будет мажорантой для ряда (14) при h> p + ε и сходится при всех значениях τ. Значит ряд (27) сходится в области G0⊂G, граница которой отстоит от границы G на р.В заключение приношу благодарность доктору Ш. И. Стрелицу, предложившему эту тему и оказавшему помощь при ее решении.
Вильнюсский государственный университет Поступило в редакцию
им. В. Капсукаса 4.1.1972
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APIE TIESINIŲ DIFERENCIALINIŲ LYGČIŲ SU DALINĖMIS IŠVESTINĖMIS SISTE
MOS SPRENDIMĄ DIRICHLĖ EILUTĖMIS

J. Kleiza

(Reziume)

Darbe nagrinėjama diferencialinių lygčių su dalinėmis išvestinėmis sistema (D
kurios koeficientai (z) yra absoliučiai konverguojančios kompleksinės erdvės Cr srityje G 
Dirichlė eilutės:

F(i) (z) = ∑ Λ{9 ∙ exp { - <λ(fc); z> }, 

kur — yra p ×p skaitinės matricos.
Įrodomas (1) sistemos'sprendinių, išreiškiamų Dirichlė eilutėmis, egzistavimas ir nurodomas 

jų konstravimo būdas, esant tam tikroms papildomoms sąlygoms.
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ON SOLVING THE SYSTEM OF LINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL 
EQUATIONS IN DIRICHLET SERIES

J. Kleiza

(Summary)

The present article investigates the system of linear partial differential equations

∑ F<i,(z)DlU≈0 (1)

I i I ≤n

where F(i) (z) are absolute converging Dirichlet series in the domain GcCr,.

F(i) (z)=∑ Λjt0exp {-<λ<fc>j z>}

fc=0

and — p×p number matrices.
Under some additional conditions the existence of the solutions of system (1) expressed] by 

Dirichlet series is proved.
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