
LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS
ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 2XII

1972

УДК 517.54

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ с отличной 
ОТ НУЛЯ РАЗДЕЛЕННОЙ РАЗНОСТЬЮЭ. Г. КирьяцкийВ настоящей заметке мы продолжаем изучать функции из класса Kn (Z>), введенного нами в [2]. Напомним определение этого класса: регулярная и однозначная в области D функция F (z) принадлежит классу Kl, (D), если и-я разделенная разность [F (z); z0, ∏ι> ∙∙∙, z∏] функции F (z) не равна нулю при любых z0, z1, . ..,zn∈Z>. В частности, если и=1, то класс K1 (D) представляет собой класс однолистных в области D функций. Под Ko (D) будем подразумевать класс аналитических в области D функций F (z), не равных нулю ни в одной точке этой области:Λ⅞) = U7(∏)i ⅞]≠θ πPh Подмножество всех функций, принадлежащих классу Кп (E) (Е - круг Į z ∣<1) и нормированных условиями F(0) = ... =F<π^1> (0) =0; F<n>(0) = w!, обозначим через Kn (Е).Пусть функция Ф (z) регулярна в F и ζ1, ζ2, . ..,ζn∈E. Предположим, что [Ф (z); 0 ζ1 ... ζn]≠0 и введем символ

{ФМ; zζl ... (1)В работе доказана следующая теорема.
Теорема. Если F(z)ekπ (Е) и 0≤w≤λ-1, тоz“{z"“F(z); zζ1 ... ln.m}eKm(E)

при любых фиксированных ζ1, ζ2, ..., ζn.m∈E.В частном случае, когда т=п — 1, эта теорема установлена нами в [5]. Из этой теоремы вытекает, что множество функций z{z-1F(z)∙, zζ1...ζπ.1}, где F(z)∈Fπ(E), образует некоторый подкласс K1, π (Е) однолистных в Е функций. В работе найдены точные оценки для модуля и второго коэффициента функций этого подкласса k1,π (Е). Отметим, что эти оценки такие же, как и для всего класса однолистных функций.1. Имеет место следующая теорема.
Теорема 1. Пусть Tn(z) φ (z)eKn (Z>), где Tπ(z) - некоторый много

член п-й степени и φ (z) — регулярная в области D функция. Тогда для 
любых многочленов Tm(z) и Tπ-m(z), для которых Tm(z) Tπ-m(z)≡Tn(z), 
0≤m≤n-l и любых ζ1, ζ2, ..., ζn,m∈Z) справедливо соотношение7'ra(z)[T,.m(z)φ(z)∙, zζ1 ... ζn.J е Km (D). (2)
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Доказательство. По известному представлению разделенной разности контурным интегралом [1] имеем[r»(z)<p(z); z0z1 ∙∙∙ ⅞] = ⅛ Г Tn (ω) φ (ω) dω 
(ω-z0) ... (ω-zπ) ’ (3>

где с — контур, целиком лежащий в области D и охватывающий точки 
z0, z1, ...,zπeD. Обозначим через Pn-m-1 (z) многочлен (л-м-1)-й степени, интерполирующий функцию Tn (z)φ (z) в точках zm+1, ..., zneD. Тогда многочлен Tm (z) ∙ Pπ-,π.1 (z) будет многочленом (п— 1)-й степени и поэтому

[Tm∏∙Pn-m-ι^ z0z1 ... zfl]≡0. (4>Выражая левую часть этого тождества контурным интегралом и пользуясь (3), получимp,n (z) φ (z); z0 z1 ... z„] =
_ 1 Г τm (ω) [Гл_т (ω) φ (ω)-Pfl,w-1 (ω)] dω ∕gy

2πz .∣ (ω-ze) ... (ω-zm) ∙ (ω-zm+1) ... (ω-zπ) ' ' 'Как известно [1], для любой аналитической в области D функции Ф (z) справедливо равенство
Φ(z)-Pk-l(z)

(z-ξ1)(z-ξ2) ... (z-ξjfc) ≡[Φ(z)∙, ξ1ξ2 ... ξj, (6>где Pk.1 (z) - многочлен (£-1)-й степени, интерполирующий функцию Ф (z) в точках ξ1, ξ2, ..., ξk. Полагая в формуле (6) Ф (z)=Tn~m (z) φ (z) и используя в качестве точек интерполирования точки zm+1, ...,zn, равенство (5) перепишем следующим образом:
__ -1 1 Г Tzn(ω) [T„_w (ω)φ(ω)jωzm+1 ...zπ]dω[Tn(z)φ(z), Z0Z1 ... Zn] = ^r Į -----------(ω.2o) ... (w_Zm) ----------  >

с

ИЛИ Pr,.(z)φ(z)! z0z1 ... z,] ==[τm(z)[T11.m(z)φ(z)∙, zzm+1 ... z„J; z0zl ... zm] . (7)Так как Tπ (z)φ (z)eKn (D), то левая часть, а с нею и правая часть равенства (7), не равны нулю. Это означает, что
Tm(z)[Tn~m(z) <p(z), zzm+1 ... zn]eKm(D), 0≤m≤n-l.Предположив здесь zn,+1 = ζ1, zm+2=ζ2, ∙∙∙, zn = ζn-m, получим (2).Следствие 1. Если F(z)εKn (Е), то функция

z^{z-^F{zY zZsl ... ln.m}eKm(E∖ 0≤m≤n-∖, (8)
при любых фиксированных, ζ1, ζ2, ..., ζπ-m∈E. В самом деле, E(z)=z"φ (z), гдеφ (z)-регулярная вЕфункция. Если предположить Tfc(z)=z*, fc=0,l,..., л, то Tn.m (z) φ (z)=z~m F (z) и соотношение (2) примет видz",[z-mF(z)∙, zζ1 ... ζn-m]eKm(E), 0≤m≤n-l,где ζb ζ2, ...» ζn-m∈E,. Отсюда следует [3], что[z^m F(z); 0ζ1 ... ζn.m]≠0
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при любых ζ1, ζ2, ..., ζn-meE и {z~mF(z)∖ 0 ζ1 ... ζn-m} = 1. Следовательно,имеет место (8).Пусть теперь F(z) = zn~1 ∕(z)eKπ (Е) и ζ1=ζ2= ... = ζn-w=0. Тогдалегко убедиться, чтоΓz^raF(z)∙ 00 01= 1 <'"^mU-",f(z)]∣ =ĮZ Γ(Zb ии ... UJ fj7n-m |,=п 1
л—zn+l рази [z^mF(z)∙, z 00 ... 0]=^∙ . (9)

л —т разПрименяя следствие 1, получим
zm~1f(z)EKm(E), 0≤m≤n-l. (Ю)Если же в (8) положим m=n-↑, тоZ"-1 {/(z); zζ1} = ∙⅛- ∙ ztζ>Z(<ζl> е K..l (Е) (Н)при любом фиксированном ζ1∈Γ. Соотношения (10) и (11) были получены нами в работах [3], [5].Возьмем в качестве многочлена Tn (z) такой многочлен и-й степени, у которого все корни лежат в области D. Пусть Tn (z)≡Tm (z) - Tn~m (z) и ζ1, ζ2, ..., ζn-m∈I> являются корнями многочлена Tn~m(z). Тогда из представления разделенной разности контурным интегралом следует, что [Тл _ m (z)φ (z); zζ1 ... ζn.m]≡α φ (z), где а — старший коэффициент многочлена Tn~m(z).Согласно теореме 1 имеем
Tm(z) <p(z)e Km(D), 0≤m≤n-l (12)

и приходим к следующему выводу.
Следствие 2. Если Tn(z)φ (z)eKπ(D) и все корни многочлена Tn(z) 

лежат в области D, то для любого многочлена Tm (z), являющегося дели
телем многочлена Tn (z), справедливо соотношение

Tm(z)v(z)εKn(D∖ Q≤m≤n.2. Обозначим через Cn(D), n^≥0 класс функций F (z), аналитических в выпуклой области D и удовлетворяющих условию ReF<,υ (z)>0, zeD. 
Этот класс был введен Б. Е. Гопенгаузом в [8]. Этому классу функций соответствует теорема, аналогичная теореме 1.

Теорема 2. Если F(z)=Tn(z)φ (z)eCλ(D), тоΓm(z)[Tn-m(z)φ(z)∙ zζ1 ... ζn-m]∈Cm(Z)), 0≤m≤w-l,
где Tπ (z)≡Tm (z) ∙ Tn.m (z) и ζ1, ζ2, .,., ζn.m - любые фиксированные точки 
из выпуклой области D.В самом деле, из равенства (7) получаемRe[Tn(z)φ(z)∙, z0z1 ... zj == Re[τm(z)[Tn-m(z)<p(z); zzn+l ... zj; z0z1 ... zm] . (13)По условию теоремыReF<">(z)>0, z∈D, (14)
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и так как область D выпукла, то неравенство (14) влечет за собой выполнение неравенства (см. [3])Re[Λ,(z)φ(z)l z0z1 ... zo]>0 (15)при любых z0, z1, ...,zπeD.Неравенство (15) показывает, что правая часть (13) больше нуля. В частности, при z0=z1 = ... =zm=zτ e Re ^Tm(z)[Ta.m(z^(z)-, zzm+1 ... zn] >0,

τm (z) [Tn.m (z) φ (z); zzn+ι ... zll] eCm(D).Положив zm+1 = ζ1, zm+2=ζ2, ∙∙∙, zn=ζn-m> убедимся в справедливости теоремы 2.Если все корни многочлена Tn (z) лежат в области D, то приняв ζ1, ζ2, 
ζπ-m за корни многочлена Tn.m(z), являющегося делителем многочлена 
Tn (z), получим следствие 3.Следствие 3. Если Tn(z)φ (z)∈Cπ (Z>) и корни многочлена Tn(z) все 
лежат в выпуклой области D, то для любого многочлена Tm (z), являюще
гося делителем многочлена Tπ(z)t справедливо соотношение Tm(z)<p (z)∈ ∈Cm(P), 0≤m≤>7.Полагая, в частности Tn (z)=zπ и используя в качестве выпуклой области D единичный круг Е, получим следствие 4.Следствие 4. Если znφ (z)eCπE), то zmφ (z)ECm (Е), 0≤m≤n. Последний результат был установлен Б. Е. Гопенгаузом в [8].3. Функция f (z) принадлежит классу Р (£), если при любом натуральном п выполняется условие zn~1 f{z)EKn (Е) (см. [6]). Для функций ∕(z)∈ 
еР (£) справедлива теорема 3.Теорема 3. Если f (z)eP (£), то и функция z {zk~1 f (z); zζ1 ... ζk} 
при любом натуральном k и любых фиксированных ζ1, ζ2, . ..,ζk∈E при
надлежит классу P (Е).Доказательство. Пусть тик — два произвольно фиксированных натуральных числа и n = m + k. По условию zn~1 f (z)eKλ(E) при любом и>1 и согласно следствию 1z'"→z{z*→∕(z)i zζ1 ... ζk}∈‰(E) (16)при любых ζ1, ζ2, ...,ζk∈E. В силу произвольности натуральных чисел т и к из (16) следует справедливость теоремы 3.Сделаем одно замечание, которым воспользуемся в дальнейшем.Замечание 1. При любом натуральном к и любых z, ζm, ζm≠exp (-/а). 
где a - действительное число и ли =1,2, ..., к справедливо равенство

{zk(l-e'*z)→-, zζ1 ... ζk } = (1 — e,az)^1. (17).В самом деле, равенство (17) следует из того, что
zk zk -e-kiιx e~kia

l-eiaz ~~ l-e'*z "*~ l-eiaz ’

e-kia, т j/ J
1—e,az , ' ζ*-∏(l-e'az)(l-e'aζ1) ... (J~ei4k) '
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4. Рассмотрим класс Ln(E)t w≥l таких функций F(z)=zn + an+xzn+1 + ..., для которых выполнено условие
∑ ‰: an+k! ≤ !• (18)
Л=1Этот класс функций, являющийся подклассом класса К„ (£), был введен Б. Е. Гопенгаузом в [7]. Им же установлена следующая теорема.

Теорема. Если F (z)eLπ (£), mo функция

Fx(z, ζ) = zπ^1 {z1-" £(z); zζ}∈Lf,.1(E)
при любом фиксированном ζεE.Имеет место более общая теорема 4.

Теорема 4. Если F(z)∈Ln(E), то

z"∙{z-"∙ F(z); zζ1 ... ζn.m}∈Lm(f), 0≤m≤n-l,
при любых фиксированных ζ1, ζ2, ..., ζπ-m∈E.Для доказательства понадобится лемма 1.

Лемма 1. Для любого натурального I справедливо равенство

[z' φ (z); zζ1 ... ζ,+J = [z([z'-1 φ (Z); zζ1 ... ζl])j zζ,+1] . (19)Действительно,[zzφ(z)∙, zζ1 ... ζ,+ι] = [[z'φ(z)i zζ1 ... ζ1]∙, zζ1+x] . (20)Далее по формуле для разделенной разности от произведения двух функций z и zz-1φ (z) получаем[z'φ(z)j zζ1 ... ζ,] = [z(z'-lφ(z)∙, Zζ1 ... ζ,] == z[z'-1φ(z)I zζ1 ... ζ∣] + [z'^1 φ(z)', zζ1 ... ζj. (21)Подставляя в равенство (20) вместо разделенной разности [zzφ (z); zζ1, ... ζjее выражение по формуле (21) и пользуясь аддитивным свойством разделенной разности, приходим к равенству (19).Переходим к доказательству теоремы 4. Так как по условию F(z)∈Ln (£), ∕ι≥m÷l ≥1, то по вышеуказанной теореме Гопенгауза, функция
F1(z, ζ1) = zπ~1 { z1-n £(z); zζ1} (22)принадлежит классу Lπ.1 (£). Применив снова теорему Гопенгауза к функции F1 (z, ζ1), получим
F2(z, ζ1, ζ2) = z-2{22-F1(z1ζ1)∙, zζ2} ∈Λrπ.2 (£). (23)Пользуясь формулой (22) и леммой 1, преобразуем выражение в фигурных скобках соотношения (23) следующим образом:{z≈-"F1(zιζ1)∙, zζ2} =∣z{z1^"F(z)ι zζ2}; zζ2} =

[z (z, "F (z); zζ1]j zζ2

Iz(z*-"F(z)j zζ,]j 0ζ2
[z8~π F(z); zζ,ζ2] 
(za^*n F(z); Oζ1ζJ = {z2-" F(z); zζlζ2}.
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Теперь соотношение (23) можно записать так:
F2(z, ζ1, ζ2) = z"-≡{z≡-"Γ(z)∙, zζ1ζ2}∈⅛-a(Γ).Продолжая указанный процесс, убедимся в справедливости теоремы при любом 0≤m≤n-1.5. Классы Kn (Z>), Сп (D), P (Е), Ln (Е) обладают тем свойством, что они замкнуты относительно равномерной сходимости.Теорема 5. Пределом равномерно сходящейся последовательности функ

ций Fm(∑), wι=l,2... из класса Kn(D){cn(D)^ является или функция 
F (z) из класса K.(D)(c,(P)), или многочлен (п-\)-й степени. Пределом 
равномерно сходящейся последовательности функций Fm{z), т=\, 2, ... 
из класса Ln (Е)^Р (E)j является функция F (z) также из класса Ln (Е) (Р(Я)).Доказательство. Для классов Kn(D) и P (Е) указанное свойство установлено в работах [2] и [6], поэтому докажем теорему 4 только для классов Cπ(D) и Ln(E).Так как последовательность регулярных функций Fm (z)eCπ (Z>), т = = 1,2, ... равномерно сходится к некоторой функции F (z), то и последовательность гармонических функций ReEjJ>(z), w=l, 2, ... равномерно сходится к гармонической функции ReF<"> (z). По условию ReEį? (z)>0, zeD. Следовательно, ReFw(z)≥0, z∈Z>. Если ReE<">(z)>0, z∈Z>, то E(z)∈Cπ(Z>). Если же ReF<"> (zo)=O, z0eD, то по принципу минимума для гармонических функций Г<л) (z)≡0 и функция F (z) — многочлен (« —1)-й степени.Утверждение теоремы для класса Lπ (Е) очевидным образом следует из определения этого класса.6. В качестве дополнения к теореме 1 укажем одно свойство функции F (z) из класса Kn(D), связанное с поведением этой функции в граничных точках области D. Обозначим через D+ = D+ (Г) объединение области D и множества тех граничных точек области D, в которых функция F (z) из класса Kπ (Z>) аналитична. Тогда справедлива следующая теорема.Теорема 6. Пусть F (z), Tn(z), Tm(z) те же, что и в теореме 1. Если ζ1, ζ2, ∙∙, ζπ-m∈D+ (F), где Q≤m≤n, то функция

Φm(z, ζ1, ..., ζπ.m)=Tm (z) [T~, (z) F(z); zζ1 ... ζn-m],
или принадлежит классу Km (D), или является многочленом (т-\)-й сте
пени. Под многочленом ( —1)-й степени понимаем многочлен, тождествен
но равный нулю.Доказательство. Пусть zeD и ζ1, ζ2, .., ζπ-m∈E+. Очевидно, что функция Φm (z1, ζ1, ..., ζπ-m) является регулярной в D+, а тем более непрерывной по всем переменным z, ζ1, ..., ζn-m. В области D выберем последовательность точек {ξf*j}, ...» {¾-m} такую, чтобы ξ<1*>→ξ1, ξ^→ζ2, ...» ξ∞π→ζπ-m при k→∞ и ξffc>∈D для всех k≥∖ и 1≤∕≤λz-λh. Тогда последовательность функций Φm (z, ξf*∖ ..., ξj⅛∖n), E=l, 2, ... равномерно сходится относительно z внутри области D к функции Φm (z, ζ1, ..., ζπ-m).
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По теореме 1 функция Φm (z, ξ<lk∖ ..., ζ^m) принадлежит классу Km(D) и поэтому предельная функция Φm (z, ζ1, ..., ζn-m), согласно теореме 4, или принадлежит классу Km (D), или является многочленом (m— 1)-й степени.Замечание 2. Последняя теорема легко распространяется на случай классовой (Е), Cn (D)t P(E), Kn (Е), так как для этих классов справедлива теорема 5.7. Имеет место лемма 2.Лемма 2. Пусть η — комплексное число и

F(z) = zπ(l +ηz) 
(l-z)≡ ‘

Для того чтобы функция F (z)eKn (Е) необходимо и достаточно выполнения 
для η неравенства

п 
л+ 1η + (24)Доказательство. Для любого натурального k справедливо легко проверяемое тождествоzfc (1 —z)-2≡Pλ.2 (z)+fc(z-l)-1+(z-l)-2, (25)где Pk_2 (z) — некоторый многочлен (Е-2)-й степени.Кроме того ([3]),[(z-l)^1J ⅞z1 ... zj = (-l)" ∏ (zi-l)^1,

ι=0
Л л[(z-l)-s∙, z0z1 ... zn] = (-l)" f] (zi-l)^1∙2 (zi-l)^1∙

i=0 i =0

(26)
(27)С учетом (25), (26) и (27) получаем

(“О” ∏ (zi-l)[F(z)j z0z1 ... zn] =
1=0= [n+l + ∑ (zi-l)-1](l+η)-l. (28)

ι=0Функция τ=(l+η)-1 отображает круг (24) на полуплоскостьReτ≥-ψ-. (29)
В то же время при ∣ zj < 1, ι=0, 1, ..., п

Re[n+1 + ∑ (zl_ 1 )-ιj<-H±L .
i =0 (30)

Таким образом, при любом выборе чисел ∣ zi | < 1, ι=0, ..п выражение (28) не равно нулю, если η лежит в круге (24). Если же η находится вне этого круга, то можно подобрать числа ∣ zi ∣<1, z=0, 1, ..., п так, чтобы правая часть (28) была равна нулю. Этим лемма 2 доказана.
4. Liet. mat. rink. XII. 2
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Замечание 3. Если положить η = β-1 и разложить функцию F(z)=∑n [1 + + (β-l)z]^2 по степеням z, то получим следующее утверждение.
Для того чтобы функция

F (z) =zn + (1 + β) zn+1 + (1 +2β) z"+ 2+ ..., 
коэффициенты которой образуют арифметическую прогрессию, прина
длежала классу Kπ (Е), необходимо и достаточно выполнение для β нера
венства I β-(h÷1)~1 1≤(w+1)-1.8. Пусть R (Е) — некоторый класс функций, регулярных в единичном круге Е и Iζi∣≤l, ι = l, 2, s. Условимся через R (Е, ζ1, ζ2, ..., ζs) обозначать класс, состоящий из всех функций класса R (Е), регулярных в точках I ζl∙ I = 1, i= 1, 2, ..., s. Таким образом, R (Е, ζ1, ..., ζ5)c A (Е) и 
R (Е, ζ1, .., ζs) ≡ R (Е), если все ∣ ζ11 < 1, i= 1, ..., 5.Из леммы 2 легко следует, что функция 

φm (z) = (l-z)*
(31)

принадлежит классу Km (Е).Рассмотрим функциональное уравнениеz*{z’«F(z); zζ, ... ζ,-m}=4>m(z), 0≤m≤Λ-l, (32)где ∣ζj≤l, ι=l, 2, ..., п — т. (33)Неизвестную функцию E (z) ищем в классе Kn(E, ζ1, ..., ζπ.m), предполагая, что она удовлетворяет условию[z-F(z)jOζl ... ζn-ra]≠0.Если I ζi I< 1, ι = l, ...» п — т, то это условие выполнено для любой функции E(z)∈tfrι(E) (см. (9).
Теорема 7. Пусть выполнено условие (33) и ζl∙≠ 1, i= 1, .... п — т. Для то

го чтобы уравнение (32) имело решение F (z) в классе Kn(E, ζ1, ..., ζπ-m) 
необходимо и достаточно, чтобы все точки ζi лежали на единичной окруж
ности. Для произвольно фиксированных на окружности ∣z∣ = l точек ζ1, ζι.≠l, z=l, 2, ..., n — т уравнение (32) имеет в классе Kn(E, ζ1, ... , ζn~,n) единственное решение-.

Г l-ffl + e,oc {2n-m-∖) 1
c,z ч_2 I + 1 +m-e'α(2w-m+l) 2 J (34)

- (1-z)≡

где а. — действительное число, определяемое из уравнения

θ=∑ • <35) 

Ar= IЗаметим, что при любом действительном α, exp (∕α)≠l на единичной окружности всегда найдутся точки ζl∙, ζi≠l, i=l, ..., п-т, для которых имеет место (35).
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Доказательство. Пусть (некоторая функция F (z) из класса Krt(Ey ζlι •••» ζ∏-m) удовлетворяет уравнению (32). Решая (32) относительно 
Fn(∑) с применением формул (1) и (6), получим

(- i)∏-m-ι J>n.m.1 (0) z" (1 + -⅛ Z ) (z-ζ1)...(z-ζ1,.m)+ft,-,n.1 (z) (1 -z!) z» 
f (г)------------------------------------------Cιζ, ... <l-z)≈ ’(36)Так как F(∑)εKn(E, ζ1, ...» ζn.m), то левая и правая части (36) должны содержать множитель ∑m. Кроме того, числитель в правой части [36] есть многочлен (н+1)-й степени относительно z. Следовательно,

F(z)= , (37)где η — некоторое число, зависящее от ζ1, ζ2, ..., ζn-m. Для определения η подставим в уравнение (32) функцию (37). Тогда, учитывая (31) и применяя формулы (1) и (28), после небольших преобразований получим
7m Г 1 θ + ∕>-^ + η (Θ + n-m+l) ] ∕ 1 ∖-m = \

L Θ + ∕∕-m+1+η (л —m + Θ) J \ 1+/и ∕ z0Q4---------------------(i^j≡---------------------≡ —W— ’ <38) где Θ=∑ ζ⅛-, ∙ri ≤ I- (39)
(=1 '*Теперь можно найти η из тождества (36): 

2
4 = - i + 2Θ + 2n-m+l ' (40)Как следует из (39) и (40), точка Θ лежит в полуплоскости Re z≤0,5 (m—n) О, а точка η лежит вне круга О,Or∣η + п7+Т (41)< i__

л+1 ‘С другой стороны, так как функция (37), по предположению, принадлежит классу Kn(E, ζ1, ..., ζn.n,) (и тем самым классу Xn(E)j, то по лемме2 точкаη должна лежать в замкнутом круге О. Это вместе с (39), (40) и (41) показывает, что точка η лежит на окружности круга. О, точка Θ лежит на прямой Re z=0,5 (m-п) и все точки ζ,∙ лежат на единичной окружности. Следовательно, всегда найдется действительное число α, exp i <x,≠ 1, для которого справедливо равенство (35).Пользуясь этим равенством, а также равенствами (40) и (37), выразим функцию F (z) в виде (34).Итак, мы доказали, что для любых фиксированных ζi, I ζi∣ = 1, ζi≠ 1, i= 1,2,..., 
п-m в классе Kn(E,ζ1, только функция (34) может быть решением уравнения (32). То, что эта функция действительно является решением уравнения (32), проверяется непосредственно.Замечание 4. Легко установить, что если правая часть (32) имеет вид

ΨmW = zm
∖-m 
I +/И e⅛ z(i-zjζ Im γ = 0,

4*
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и ζ1≠e~,∖ то утверждение теоремы остается в силе с той лишь разницей, что в качестве функции (34) берется функция
F(z) = Г 1 —m+e,oc (2я—/и—1)

I ∖+m-eia(2n-m+l)
(l-z)≡

eirz

где а — действительное число, определяемое из уравнения
п—т
∑l п—т

eirξk-l - e'∙≡-l •
Л = 1Обозначим через E1,π (Е) класс всех функций Ф (z), представимых в видеΦ(z) = z{z^1 F(z); zζ1 ... ζ,.1},где ∣ζi∣≤l. i=l..............и-l. F(z)eKn(E, ζ1.................ζn-1)

и [z-*F(z)j 0ζ1 ... ζn-1]≠0.По следствию 1 и замечанию 2 любая такая функция Ф (z) является однолистной и нормированной условиями Φ(0)=0, Φ'(0) = l. Следовательно, модуль 
и второй коэффициент а2 функции Ф (z) подчинены неравенствам

z 
(l+l*l)a∣αal≤2. (42)(43)Из теоремы 7 и замечания 4 к ней вытекает следствие 5.

Следствие 5. При любом натуральном п оценки (42) и (43) для функции 
из класса K1, n (Е) являются точными. Знаки равенства в (42) и (43) дости
гаются только для функции F (z) из класса Kn(E, ζ1, ..., ζn-m), удовлетво
ряющей уравнению (32) при т=\.9. Как известно [7], для функции F (z) из класса Ln (Е) справедливы неравенства∏n(1-⅛τ)≤∣fωι≤∏"(ι+⅛⅛),причем знаки равенства реализуются функциейψn(z) = z-(1 + ^)
(«-действительное число), также принадлежащей классу Em(E). Такую функцию ψn, (z) назовем экстремальной по модулю функцией в классе Em(E). Заметим, что при любых ∣ ζi ∣ ≤ 1, ι=l, 2, ..., s функция ψra(z)∈Lm(E, ζ1..............ζs) (см. 8).Связь между экстремальными функциями ψn (z) и ψnι (z) устанавливает следующая теорема.

Теорема 8. Пусть пит натуральные числа и ∣ ζi ∣≤1, ι=l, ..., п—т. 
Для того чтобы функциональное уравнение

zm{z~mF{z)∖ zζ1 ... ζn-m} = ψm(z), (44)
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где ψm (z)=zm(l + -^γ) имело в классе Ln(E, ζ1, ..., ζn.m) решение F (z), 
необходимо и достаточно, чтобы все точки ζl∙, ι = l, n — т совпадали 
и лежали на единичной окружности. Если ζ1 = ζ2 = ... = ζn-m = — e^'α, то 
в классе Ln(E, ζ1, ..., ζn-m) единственным решением уравнения (44) явля
ется экстремальная в классе Ln{E) функцияΨ,ω=z"(ι+4∏-)∙Доказательство. Пусть F (z) есть решение уравнения (44) и F(z)∈Ln (Е, ζ1, ..., ζn-m). Повторяя выкладки, приведенные при доказательстве теоремы 7, убедимся, чтоF(z) = z"(l+ηz), (45)где η — некоторое комплексное число. Подставив функцию (45) в уравнение (44), найдем, что

η~ m+l-e'a(ζ1 + ζ1+... + ζ,-m) ’Так как по предположению F(z)∈Ln (Е), то непосредственно из определения класса Ln (Е) получаем
I _____________ eia-_____________ 1
I т+ 1 — ettl (ζι + ζ2 + ..∙ + ζn-m) Г л+1Последнее неравенство при n>mπ ∣ ζi |< 1, ι=l,2, ..., п — т возможно лишь в том случае, еслиζ1 = ζ2= ... =ζ,.m= —e^'a, (46)и поэтомуE(z) = z"(l + -≤⅛-).Нетрудно убедиться, что при условии (46) последняя функция принадлежит классу Lπ (Е, ζ1, ..., ζn-m) и удовлетворяет уравнению (44).Обозначим через Lmn (Е) класс всех функций Ф (z), представимых в виде ®W = z"{z-"F(z); zζ1, ..., ζn.m},где ∣ζl∣≤l, F(z)eL,(E,ζ1, ...,ζπ.m).По теореме 4 Lm π (E)⊂Lm (£), поэтому модуль функции Ф (z)eLm,n (Е) и ее коэффициент am+1 при zm+1 удовлетворяют неравенствам:^m(l-^⅛≤Φω≤∣--(l+5⅛r)∙ (47)

(48)Из теоремы 8 вытекает следствие 6.Следствие 6. Оценки (47) и (48) для функции из класса Ln,t n (Е) явля
ются точными. Знаки равенства в (47) и (48) достигаются для функции 
F (z)∈Eb(E, ζ1, ...,ζn-m), удовлетворяющей уравнению (44).10. В классе P (Е) многими экстремальными свойствами обладает функция u (z)=z (1 — eia z)~1. Как следует из замечания 1, эта экстремальная функция
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и (z) при любом натуральном / и любых ζ1, ζ2, ..., ζp не равных exp ( — /а), удовлетворяет уравнениюz{ze-l∕(z)ζ zζx ... ζ<,} = u(z). (49)Предположим, что ζk≠exp (-fa); jζk∣≤l, fc=l,2, / и f(z)εP(E,ζ1, .... ζ,). Тогда, если хотя бы в одной точке z0∈E выполняется равенство (49),∕(z)≡w(z).Действительно, по теореме 3 и дополнению к ней, левая часть (49) представляет собой функцию Я (z), принадлежащую классу P (Е). Так как H(z0) = 
= u(z0), то имеет место тождество (см. [4])tf(z)≡w(z).Пользуясь тем же методом доказательства, что и в теоремах 7 или 8, получим f(z)≡ и (z)=z (1 -e'αz)^1.
Вильнюсский инженерно-строительный Поступило в редакцию
институт 28.11.1971
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FUNKCIJŲ, KURIŲ PADALYTAS SKIRTUMAS NĖRA LYGUS NULIUI, 
KAI KURIOS SAVYBĖS

E. Kirjackis 

(Reziume)

Darbe nagrinėjamos analizinės vienetiniame skritulyje E funkcijos
F(z)=zπ + an + l zπ + 1 + ...,

kurių и-os eilės padalytas skirtumas [F(z); z0z1 ... z„] nelygus nuliui, esant bet kuriems z0, zu ..., 
zneE. Tokių funkcijų klasę žymime Kπ(E) (K1 (E) sutampa su normuotų ir vienalapių skritulyje E 
funkcijų klase).

Laisvai parinkę ζ1, ζ2, ..., ζ*eE, l≤Ar<n, pažymime

{F(z); zζ1ζ2

ir įrodome, kad

r . _ (F(z); zζ1ζ2 ... ζ⅛]
[F(z); 0ζ1ζ2 ... ζj

F(z; ζ1,ζ2, ...,ζk) = z'→{z-("-*)F(z)j zζ1 ... ζjt } e Kn.k(E),

jei F(z) e Kn (E). Be to, nagrinėjame normuotų ir vienalapių funkcijų F (z; ζi, .... ζ∏-ι) ekstrema- 
lines savybes.
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EINIGE EIGENSCHAFTEN DER FUNKTIONEN, DIE KEINE NULLGLEICHE 
DIVIDIERTE DIFFERENZ BESITZENE. Kirjacky 
{Zusammenfassung)Es werden die im Einheitskreise E analytische FunktionenF(z)=z"+α,∣ + 1 z" + 1 + ...betrachtet, wobei angenommen wird, daß ihre dividierte Differenz n-ter Ordnung (F(z); z0z1 ... z„] 'iir beliebige z0, z1,..., z„e E nicht gleich Null ist. Die Klasse solcher Funktionen bezeichnen wir nit kn (E)(K1 (E) ist offensichtlich mit der Klasse der im Bereiche E schlichten und normierten Funktionen identisch).Für beliebige ζ1, ζ2, ..., ζ⅛eE, ∖≤k<n, bezeichnen wir

r r/_\. _ г г г л z ζ≡ ζ⅛l
{F(z}, .ζ,ζ,... ⅛, = [77τyrτζιτ-ςj ιnd beweisen daßF(z; ζ1 ... ζjt) = z"-4^<n-^F(z)5 zζ1 ... ⅛c}eKn-k{E),venn F(z)∈∕Cπ(E). Außerdem untersuchen wir die Extremaleigenschaften der schlichten undnor- nierten Funktionen F(z; ζ1, ..., ζw-i).




