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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ДЛЯ ПЛОТНОСТИ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СУММ НЕЗАВИСИМЫХ НЕОДИНАКОВО 
РАСПРЕДЕЛЕННЫХ МНОГОМЕРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИНЛ. И. СаулисПусть ⅛ = (ξj∙ι, ξj∙a, ..., ξ,t), j= 1, 2.............п, — независимые неодинаковораспределенные векторы ^-мерного евклидова пространства Rk. Предположим, что математические ожидания компонент вектора ξy равны нулю.Введем следующие обозначения: (t,x) — скалярное произведение ^-мерных векторов t = (r1, t2, ∙ ∙ ∙, tk) и χ = (*ι* χ2. ∙ ∙ ∙, χk) пространства Rk, ∣t∣ — длина вектора t; σjz — дисперсия случайной величины ζjh j= 1, 2, ..n, 1= 1, 2, I σj∙ I — длина вектора

Л

σ,∙ = (σj∙ι, σy2, ..., σyfc), B2nl= ∑ rfl,
У=1jBπ I - длина вектора Bn = ‰, Bπ2, ..., Bnk)∖

~2 &п1 _ .
σ∕ = -» σ = (σ1, σ2, . . ., afc);

7j∙ = ⅛-=(⅛l, ∣-2, ..., ⅛j - случайный вектор с функцией распределения f}(x), √}(t) — характеристическая функция вектора γ∕, Θ = (Θ1, Θ2, ...» Θfc) - А:-мерный случайный вектор с функцией распределения F(x) =

= - Fy(x), V — ковариационная матрица вектора θ, Δ — определитель 
√=1матрицы К, 2 (t) = t Vt' = M[(θ, t)2] — квадратная форма, t' — вектор- -столбец; βr (t) и κo∙ (t) — абсолютный момент и семиинвариант r-того порядка случайных величин (θ, t) и (γz, t), teRk соответственно; κr(t) =

Л

= — ∑ ×rj (t); fn (t) ∏ Ps (x) — характеристическая функция и плотность ;=1распределения нормированной суммы
s- Σ (fc∙ ⅛......⅛)-⅛ Σ ⅛' .....№>■

√ = 1 j = 1Через max(^ i σy | обозначим р-тый максимум совокупности
1 ≤>≤λi σ1!, Į σ21, . .., I σn Į, (maxω ∣ σj ∣ ≥ max(2) I σy∣ > ∙ ∙ ∙ У

V1CJ≤∏ 1≤√≤Λ /

12*
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Нам понадобятся многочлены Pr(∕t), определяемые с помощью формаль
ного равенства

H∑¾⅛l(⅛)∙≈'÷

Пусть к

Рг (-<?) (x)= f Р, (it) e~, ~2' Л.

Для вычисления интеграла Pr(- φ) (х) достаточно в полиномах Pr(it) 
вместо произведения (z71∕1 (it2),* ... (itk)lk подставить

yl+∕.+ ∙∙∙+∕jt <p(x)

∂χl'∂χl* ...∂xk
1 2 к

где φ(x) — плотность ^-мерного нормального закона:

9(χ)= W^ f

Rk

-t (t. x)- 
e

trr
2 dt.

Настоящая заметка посвящена изучению строения остаточного члена 
в асимптотическом разложении плотности распределения сумм независимых 
неодинаково распределенныхГслучайных векторов. При1 к = 1 этот вопрос 
глубоко изучил В. А. Статулявичус в [3].

Случай, когда ξj одинаково распределены, исследован А. Бикяли- 
сом в [6].

Теорема. Если случайные векторы ξj∙ имеют конечные моменты s-того 
порядка (s>3) и ограниченные плотности Pξj(x)≤Aj< оо, причем выпол
няются условия'.

1) ковариационная матрица V невырождена,
2) существует константа М такая, что для всех 7=1, 2, ..., п

∖<sj∖*k Aj≤M,
то

«—3
Ps√x) = Σ (^j⅛y (x) + λ-(x)- ’
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где

β√t) 

β≡^(t)

÷2("P Ск
16πa кМ min [((V⅛

j =1
J≠rl

1 +max 1 σj ∣a J1 ≤√≤ n

Vmi⅞,i* ∕ I _ _Q ∕≠∕J≠r. I f _ Cil , ,j∖maχ(≡) I σj ∣a Į P ∣ 8Λf maχ(a) ∣ σj |a P | M ' II1≤√≤Λ1 y Į 1≤√≤∏ /
Здесь Ck = C öfc_i, C' — абсолютная константа, Qk~1 — объем 

(к —Химерной единичной сферы, C=min { -i, (yrį?)*-2 }» α r1 и r2 опре

деляются по условиям:max(1) I σy Į = I σfl I, тах(2) ∣ σj ∣ = ∣ σr, |.1≤√≤∏ l≤√≤n
Замечание (см. [7]). Наименьшее значение ∣ σj∙ I2 при условии pζ (х) ≤ Aj равно 2 _ 2[fc∕fc + 2)].[r(∣+l)p rM, к.

Оно достигается при равномерном распределении ξj- внутри fc-мерной сферы объема A]~x с центром в начале координат. Следовательно, условие 2 означает, что отношение ∣ σj |2 к ее минимально возможному значению остается ограниченным при изменении J.Для доказательства теоремы нам понадобится несколько лемм.
Лемма 1 (см. [7]). Если k-мерный случайный вектор ξ имеет плот

ность распределения р (х), ограниченную константой А M⅞ = 0, и iσj2 = 
= M Į ⅞ |2 < оо, то для характеристической функции φ (t) справедливо нера
венство: sup ∣φ(t)∣⅜l- I%χ, ,'"’ТУТ
где Ck = C Ql-1, С' - абсолютная константа, а Qk-i~ объем (к—Химер
ной единичной сферы.
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Следующая лемма является многомерным аналогом известной леммы Крамера [4].
Лемма 2 (см. [7]). Если φ(t) многомерная характеристическая функция, 

такая, что ∣ φ (t) ∣ ≤p < 1 при 111 ≥ Ь, то при 111 < b

∣φ(t)∣≤exp { - -1⅛∙ ∣t∣2 } •

Для характеристической функции fn (t) = Į~Į fj ( ~ j нормированной сум
мы Sπ справедлива следующая.

Лемма 3 (см. [5]). Пусть ξ1, ξ2, ∙ ∙ ∙, ξn независимые случайные векторы 
с конечными моментами s-го порядка (s≥3). Тогда

t Vt' Į s—3 \ t ИГλm-"γ (∣÷ Jι(1⅛)>.<<o)÷⅛P! '-.
при

t ∈ D ∩ N,
где Ht: (≡)^ιz" !•

c=min{÷- (3⅛)"2}∙

Лемма 4 (см. [5]).∣P,(it)∣≤2-(^)-Λ⅛ι r=i-2,i-l,i, ...
v=l

Замечание. Для многочленов Pr (it) при г ≤ s — 2 также верна эта оценка.
Лемма 5. Пусть для случайных векторов ξ1, ξ2, ..., ξn с ограничен

ными плотностями p⅛ (x)≤Λj-< ∞ выполнено условие'.
существует конечное число М такое, что для всех j= 1, 2, ..., п

I σj ∣2fc А] ≤ Μ.

Тогда при ∣t∣≤ -πl^"l ,
r 1 max j σ7-1

1 ≤∕≤∏ ∣∕n(t)j ≤ exp j -
Доказательство.
O=<)∙

где φj∙(t) — характеристическая функция случайного вектора ∣7∙. Принимая зо внимание тот факт, что область

имеет место следующая оценка'.

8π≡M 111“ } '
Заметим, что
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содержит в себе область 
согласно лемме 1 имеем (1)

Тогда, учитывая условие настоящей леммы, при помощи леммы 2 получаем: SUP ;(⅛(⅝-)i ≤ eχp { ck σyi2 1 t 28π2 M j Bn 2
C ’ Oj

(2)
Отсюда, замечая что ∖Bn∖2= ∑ σj ∣2, находим;=1∏ i<b(2-)j≤exp{ - g⅛,- t,≡ } ,у=1при ∣t∣≤ max i σj I1 ≤ j ≤ nЛемма доказана.Доказательство теоремы. Ввиду того, что случайные векторы ⅞ι, ⅛> ∙∙∙, ⅛a имеют ограниченные плотности, нормированная сумма S„ тоже будет иметь плотность∕⅛,(x) = ∙(2⅛Γ f e-ixl, xlΛ(t)⅛

Rkи поскольку
∑ (⅛)' w- f e~' 
r = ∩ ' l ,

f (⅛)'p-wa.∙(t,χ,-φι

*к (3)

J — '__
2 (2π)*

f e-,"∙xl [/„(t)-e
D(\N

2
t Kt' 5-3

^2 Σ (
∙∙-∩ '

- -i(t, х)-
J e

Rk∖(D(∖N) r = 0

f e-'>,∙^>∕n(t) Л,
6∙3

s —3

Σг=1 (⅛)'p∙w]a

VT'Уло») Л,
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где
G3= { t: teRk∖(D П N), ∣t∣≤ π |Ą, Į max ) σj I

1 ≤,∕≤λ
b

z<=w√ ≡-',*∙x,Λ(t)⅛
G«

где
G4={t: ττ Į ⅞ Į < 111 < π I дп I max J σj I "" min 1 σy∙ ∣

ι≤y≤n l≤√≤n

где

i - -b'δ (2π)* f e-<∙∙>>Λ(t)Λ,
C,

G5={t: II тс I Bw 1 JIII min I σy I J
1 ≤√≤n

Оценим интегралы I1 и /2. В силу леммы 3IA∣≤ 4f
t ⅞2 f

(2π) n Rk
e 4 dt ≤

≤ 4s 1(2π)fc ’ (]∕n)s"2 sup
∣t∣ = l

-⅛^ ∙ .f 0^(t)e~
β2 (t) Rk

≤
J vδγ(∣) (7⅛ 1∙upi

lt∣=l

β√t)β2 (t)

g (О
4 dt ≤

(4)

так как

f
s _ Ш

Q2 (t) e 4 dt =
2,√r(⅛)√δ r (^)

При помощи замечания леммы 4 получаем

г

ιzal≤(⅛ .1
Λλ∖(D∩W)

о (t) j-3f "Ti^v∕ 2 V/ p, (t) y—2 v [β(t)Γ- ■■
.1 e 2 (yjjj Ißür) ∙2∙4^γ^
tnnM) r=0 ' l , v=l

÷⅛J∕-afl∙∑(⅛)'(⅞SΓ-

Rk∖N r=0 l

(5)
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Из определения области N имеем
⅛√z-∑(⅛)'(⅜S)a-*<

RkχN r = 0 ' v ,

≤ 1 1
(2π)*C*-> (V77)*-≡

βs (t) sup Q2 t)
5—3 5—2

• ∑ (2СУ f Q 2 (t)
4г=0

≤ 25γ(--2-)
k

(s+k-2) π2 Cs~2 Г

1

е
О (t)

4 Λ≤

поскольку
Далее,

так как

(D V-A (V^-2
βj (Оβ2"(0 (6)

c=mia{ 7’ (s⅛)*-2 } ≤ I ■

_ g (t) 5-3 

⅛ f ’ ' Σ 
¾o '-0

1
≤ 7n-τr

≤

≤

≤

1
5-3

(2π)t ’ (√7Γ2

28(*^a)

sup ∑ 2' f [Q(t)]ltl~, β2 (t) r=0 R/c

3(s-2)-2r _ g(t)

2 e 4 dt ≤

1

Л-Дг(А) (^-2

4∙28(*-a)k
3∙π2 ]∕∆Γ

2∙(*-υ (3j + fc-8)s"8

МО
Q1 (t)

1

(l∕∏r2

r(⅞i)
π2 r (4)ιz δ

supιt∣ = l
1

Σ⅛)fr(3cj^22^2r+t
r=0

JML r (-^l- з) ≤G2 (t)
МО fl2 (t)

)≤

(7)
γ(^-3)=γ(^).∏(^÷,-7∙)≤γ(^)(3^)'-3

j=4Неравенства (5) —(7) позволяют утверждать, что
2'r(1τ^)

l-f2∣^ --------------------- k--------  n/—V-2 SUP⅞ Į k ∖ ∖V∏r ltl = l(5 + Λ-2)π2 ]∕∆Γ(2)

× ^2(3s + fc- 8)ja 2 + max { 4,^2, ~~^∣]∙
βj(t) y
£ 

β2 «)



658 Л. И. Саулис

Отсюда и из оценки (4), учитывая, что max { 4*-2, 3 j4* ∣ ≤ 45 при 5≥3, окончательно получаем
Л ÷ Ą! ≤

235÷2 (3s÷fr-8H~2(s + A-2)π2 √Δ Г (|) I(W)≈-≡ (8)
Перейдем к оценке интеграла /3. Принимая во внимание определение области D= I t: β(t) (∣^Jγ)*~2 ≤ V n } и τ0> чт0

β(t)=M[(θ, t)2] = £ m(½-, t)3≤⅛!t'2,
; = 1

(9)
выводим

1
1 sup

∣t∣ = l
¥4
e2 (О/

1
3(j-2)

1Аналогично, вспомнив определение области JV= t: (ςf^y)s2 ≤ С Vn | и используя оценку (9), выводим
1

1
■2 sup

. t∣ = 1

β√t) ∖-,-2
Qτ (t) ∕

Имеем:
!A∣=≡(⅛∙ f e-,*∙×>Λ(t)<ft'

G3
≤

(2π)fc f I f n (t) I dt + ^2τt)k
G<1>

f<⅛2>где
<⅞1> =

G^ =

i''k 2 ((ι7∏)s1
«-2

β√t) \~
Q* (О /

13(J_2) ≤ 111 ≤ - |ДЯ|

max i σ7-,
i ≤ j ≤ n

1

(УЙГ2
sup
ltι=l

βs(O \~^
e2 (o/

π į !
max 1 σ7∙;

1≤√≤∏
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Привлекая лемму 5 находим, чтоτ⅛ f ∣Λ(t)∣Λ+ (⅛τ f l∕.(t)∣Λ≤ G<1> G<»

CkC2 ∕ 116π≡ArM ( (1∕7Γ)i
+ exp |

J7→ sup ' lt' = l ___ 2
βs(t) ∖ ^-2β*(t)∕

____ ∕ 116π2∕cM l(]∕7)*^2Ck sup11 ∣ = 1
Q2 (t)

× ⅛ f eχP j -
Rk

Ck ∣t∣2 8π2Λf 2 ∣λ<2(^)'×
C2

Ck ∖6π*lcM min
(10)

((V*r2

2

+

Отметим, что
1

(V*r2
sup 
It =1 ∣tl = l

y=ι "⅛ ∙)T
При оценке интеграла ∕4 поступаем следующим образом:

'<= <⅛∕ е--(t) Л =
g4_______ 1- (2π)* f e-"∙4∕1,(t)<ft +___*l⅞∣___ ≤ 11 j ≤ π I -g∏ Imaχ(1) I σy∙ ∣ max<2) I σy∙ |

1≤√≤∏ l≤∕≤n1+ (2π)* f e~i<t∙ x>∕n(t) Λ = ∕P + ∕P∙ (И)π ∣Br, I ≤ t (≤ π ∣Bz, | max<2) I σy∙ | miny∙ ] σyl
ι≤√≤∏ ι≤y≤n
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При помощи неравенств (1), (2) и условия 2 доказываемой теоремы находим, что при
π∣⅞l ≤∣t∣⅜ πlfl"' maχ(1) I σj] max(8> ∣σ7∙∣l≤7≤n l≤√≤n

l∕,(t)∣≤exp j - g⅛ ∑ ∣σy∣∙
7=1 
J≠r1

∖Bπ∖*

Здесь r1 определяем по условию maxω ∣ σj ∣ = ∣ σfl l≤y≤ΛСледовательно,
∣'1,,∣≤<⅛*^" π l⅞l maχ(1) I σj | 1 ≤√≤Λ

e×p(-8⅛π |ВЯ| I max<8> I σj | 1 ≤y≤∏

∑ ∣σ>∣,
/

1 (2π)*
Ck ∑ lσ,∣∙

У=1 
j≠ri_______16 М maχ(1) Į Gj I’ l≤√≤n

л

_с*_8π8Λf ∣t∣a2 Λ≤

∑ ∣<=7∣,
7=1
J≠rι 

∖Bn∖'

7=1
J≠'ι

(12)
Далее, изпользуя неравенства (1) и (2), получаем, что

I σ√ I* max<8) I σ∕ Iя l≤j≤nпри π I Я. J < 111 < тс 1дл1 max<8) I σj I * "' min Į σj ∣ ’ 1≤7≤Λ l≤7≤nдля всех y=l, n, j≠rl.
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∣42>∣≤⅛expj -⅛⅛-J×1 l≤√≤∕ι f

× f I ‰ (⅛) ‰ (⅛)l λ∙
Rk

(13)
Здесь ri находим из условия max<a> ∣σy∣ = ∣ σr,∣. Согласно многомерному ра-

1≤√≤λвенству Парсеваля ([6], стр 67),
(2⅛ f !‰(t)l2Λ> f plrl(×)d×,

Rk RkСледовательно, учитывая условие 2 теоремы и обобщенное неравенство Гельдера ([8] стр. 197), имеем:
/ I φ'.(⅛) φ'.(⅛)l λ≤∣j,∙*(∕ Iφ,.(*)∣sλ)2 (∕ ∣φr,(t)l2<*)2 ≤
R, R, R.k ' k k£≤ (2π)t ∖Bn∖k(Ar,Ar,)2 ≤ (2π)tV itflBn∣* max<8> I σ,∙ ∣fc -1 ≤√≤n (14)

Из неравенств (14) и (13) следует, что
IΛ0,I≤ Ум\в„\к maχ(8> Į σ∕ | 1 ≤y≤n к exP 8Λf

∑ ∣σ√∣a;=| 
J≠ri, j≠rt max<8) I о j 18 1 ≤y≤n (15)

Соотношение (И) и неравенства (12), (15) позволяют утверждать, что

√=ι 
J≠rι

∖Bn{*max I σj j8 
1≤7≤λ

1÷

∑ ∣<V∣*∣⅞,∣* I _ Ск_ y≠∕^7'≠,,____  Imax<8) I Gj ∣fc " j 8 М max<8> I σj |8 | * 
ι<∕<∏ I ι≤y≤∏ I

(16)
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Осталось оценить интеграл /5. Используя неравенство (1) и условие 2 доказываемой теоремы находим, что
i∕-(*)∣= ∏ i¾(⅛)l≤M⅛)φ'.(⅛)ieχp{ -⅛("-2)}'

при
Следовательно, используя оценку (14), имеем75l=l(⅛^ f e-',∙∙^)∕n(t)Λj≤

min ’ σy-1l≤√≤n≤(⅛eχp{ -⅛("-2)}√ i‰(⅛)‰(⅛)∣A≤
Rk≤ ]Λvf⅞ f* eχp f —c± (n-2) I . (17)maχ(2) i σ7∙ ∖k 1 M J1 ≤√≤∏Утверждение теоремы следует из соотношений (3), (8), (10), (16) и (17).Впрочем, если кроме условий 1 и 2 настоящей теоремы выполнено условие max I σy∙ I^⅛^-→0 (n→oo).

то интегралы /3, Ц и /5 стремятся к нулю при n→∞, ибо тогда
=l+o(l), 2 ∣σ∕∣2 = A,!2(1+o(1)). ∖B, =o(e^"),v, 1 j''= 17, ! σ√ ia j≠rl.j≠ri7=1j≠ri где βk — положительная величина. Отсюда, впрочем, легко следует доказательство теорем 1 и 2 статьи [5].Автор искренне благодарен проф. В. А. Статулявичусу за постановку задачи и постоянное внимание к работе и доц. А. Бикялису за ряд ценных советов.Институт физики и математикиАкадемии наук Литовской ССР Поступило в редакцию8. XII. 1970
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NEPRIKLAUSOMŲ NEVIENODAI PASISKIRSČIUSIŲ DAUGIAMAČIŲ 
ATSITIKTINIŲ DYDŽIŲ SUMOS TANKIO ASIMPTOTINIS DĖSTINYS

L. Saulis

{Reziumė)

Darbe gautas nepriklausomų nevienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių vektorių normuotos su 
mos tankio asimptotinis dėstinys. Išnagrinėta liekamojo nario struktūra.

ON AN ASYMPTOTIC EXPANSION OF INDEPENDENT
RANDOMLY DISTRIBUTED MULTIDIMENSIONAL RANDOM 
VARIABLES SUM DENSITY

L. Saulis

{Summary)

The asymptotic expansion of randomly distributed independent random vectors sum densi
ty is obtained. The structure of the remainder term is investigated as well.




