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НЕКОТОРЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ ФУНКЦИЙ ВОССТАНОВЛЕНИЯБ. А. КаминскенеПусть имеется последовательность независимых одинаково распределенных случайных величинξ1, ξ2, ...с общей функцией распределения F(x). Положим, что случайная величина ξz, 7=1, 2, ..., принимает лишь целые положительные значения к, к = = 1, 2, ...» с вероятностями рк

plt≈P{ξl≈k}t 7=1, 2, ...Допустим, что функция распределения F(x) для всех х>0 удовлетворяет условиюl-F(x)≤tfe-λ∖i (1)где 0≤,K<oo, λ > 0 — константы.Обозначимμ1 = Mξ1≠0,μ2 = Mξ^ < ∞, 7=1,2, ...,и
sm=∑ξl, m=l,2,...

1 = 1Случайный процесс
N(t) = max{m ∙.Sm<t}принято называть процессом восстановления, а его среднее, т. е. H(t) = 

=MN(t) - функцией восстановления.
Теорема 1. Пусть для функции распределения F(x) выполняется усло

вие (1). Тогда существуют κoHcmaκmbL р>0 и 0≤C<∞ такие, что при∣*w-⅛-μ,~¾+μι ∣⅜<⅞-*,∙
Доказательство. Функция восстановления H(t) равна коэффициенту при st в разложении выражения

[(l-s) [1-Рф]по степеням s (см. [1], стр. НО). (2)
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Здесь
∞

P(s)=∑ skPk-
Л=1

Обозначим
да

?*= ∑ PJ∙
J=k + l

И
да 

β(∙s)= ∑ <hsk, 
k=0 

Тогда

rk= ∑ 9j
j=k+l

p(s)=Σ r∣lSk∙
k=0

l-P(s) = (l-s)Q(s),

μ1-Q(s) = (l-s)R(s).

Преобразуем выражение (2) следующим образом:

РЮ _= 1___________ 1 = 1 ,
(1-5)[1-P(5)] (l-5)ll-P(5)] 1-5 (1- 5)aμ1^i"

, μι-eω_______ 1 = 1 .1 /г(1) 1 .
μ1[l-Pωi(l→) 1→ (l-5)aμ1 't^ 1-5 ’ μ1a 1-5 +

. i *ω-*(i) paω ,nj
+ 1-5 μj 0(j)μι ’ ' '

Теперь уже можно найти коэффициент при st в разложении правой части 
(3). Так как Λ(1)=^P" (1) = (μ2- μ1), то этот коэффициент в разложе

нии выражения
1 - 1 *(1) 1

(l-j)2μι ^t^ 1-5 μ≡ 1-5
равен

⅛('+1> + 4 j⅞γl-1∙ w
Из определения функции R (s) получаем, что коэффициент при st в разло
жении

(1)
(1→) μj

будет
- πι (rr+1 + rt+2+ • • •)• (5)

μι
Так как

^=l-F(z)≤∕Ce→r,
а

rt = 4i+ι + ⅛rr+2 +

то получаем, что

r,≤JC(e-λ<'+1> + e-λ<,+2>+ ∙ ∙ ∙) = ∙K'e-≡^⅛* = A1e-λ'. (6)

Тогда
e-λ(r+l)

r∕ + l÷z*r + 2÷ * * * ≤*1 į _е-Х = Г* (7)



Некоторые оценки для функций восстановленя 565

Здесь и далее Ki, z=l, 2, — константы. Осталось найти коэффициент
при s, в последнем слагаемом равенства (3).

Имеем, что

JΦ) fc = 0
ао

Σ <⅛*k
k=0

k=0

(см. [4], стр. 339).

Требуется оценить at. Для этого at преобразуем следующим образом:

-Pi ~<lo • ∙ 0

 μι(-l)'+≡ ~Pi -Pi 0

<ζ+1
-Pt-1 ~Pt-2

-Pt -Pt-1 ∙ • ’ -Pi

где

Pt-1 Pt-2 ∙ ∙ ∙ —Qq 

Pt Pt-i , ' ∙ Pi

Pi -q0 ∙ ∙ . 0
P2 Pi 0

Bt =
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Так как при предположениях, сделанных в начале работы, q0=l, то
Bt=Pt+P1Pt-1+P2Pt-2 + ∙∙∙ +А-1Р1+ ∙∙∙ +p'-⅛2+ ••• ++AP√"2+Pi = ∑ P{ξ1 + ξ2+ ∙∙∙ +ξ* = O∙fc = lДля 'оценки скорости сходимости Bt воспользуемся теоремой С. Карлина (см. [3], стр. 237), откуда при условии (1) легко получаем, что существует λ1<λ такое, чтоlim e'λ, (д—-) = 0,
n→oo \ Их/т. е.
B, = ^ + Kze-^

H∙ιпри r≥zo>O.Значит, коэффициент при st в выражении будет
αr = X4e-λιr. (8)Тепер найдем коэффициент при st в выражении

Этот коэффициент равен
∑ at-krk = bk.
k=∖

(9)

Имея в виду (6) и (8), получаем, что найдется такой λ2<λ1<λ, что 
b,≤K5e→< (10)Соотношения (4), (7) и (10) дают нам, что при r>ro>O |Я(/)- —1- μ*~9μV^μι ∣⅜Ce^0,.I ' ' μ1 2μ> Iгде С — максимальная из констант Ki, /= 1, 2, ..., а p = λa, что и требовалось доказать.Теорема 2. Если выполнено условие (1), то для каждого t7>0 сущест

вуют константы p1>0 и 0≤C1<oo, такие, что при ∕≥ro>0
|Я_(£±_^Я(г) _ J.! ς
I d μι I 1Доказательство. Из доказательства теоремы 1 имеем, что b-(r)= --(<*+ !)÷μ,+2μT2μ,,+

t-ι zμ∑

+ 77; (-'■+; + rrts + • • •) + £ <¾-Λ∙
‘ 1 /с-1
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Аналогично получаем и H(t + a), только берем коэффициент при st+a того 
же самого выражения. Получаем

g(f+<Z)≈A(t+tf+1)+^-⅜¾ +

t+d

÷77 (rf+d+l÷r∕+d+2÷ ,")÷λ at + a-krk-
μι *=1

Значит,

t+d t
'У', at + d-krk~^^ at-krk ∙

⅛=1 ⅛=1

• ∙ , + r∕+d) +

(11)

В силу (6) имеем, что

⅛(r> + ι+' ∙∙∙ +r<+<')≤ 

≤X5e-λ, l~ea~ij ≤∙Kβe→'. (12)

Используя оценку (10), получаем, что

£ 
d

t±d t
∑ a,+d-∣,rll-'∑ a,.krk

k=l k-l

(13)

Теорема доказана.
В случае, когда случайные величины ξ∕(Z=l, 2, ...) распределены рав

номерно, аналогичные результаты получены Теугелсом [2].
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KAI KURIE ATSTATYMO FUNKCIJOS ĮVERTINIMĄ

B. Kaminskienė

{Reziumė')

Darbe parodoma, kad a’.sirtymo fuπkcij03 a skapte tinio išdėstyme liekamasis narys mažėja 
eksponentiškai, kai atstatymo la:ko paaLkirsiyrūc Γtr.k√ja e⅛cιzsilčk-i eρ∙√.'>a.
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ON SOME ESTIMATIONS OF THE RENEWAL FUNCTION

B. Kaminskienė

(Summary)

It is proved that the remainder term in the asymptotic expansion of the renewal function dec
reases exponentially provided that the distribution function of the renewal time is exponentially 
bounded.


