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О СХОДИМОСТИ ИНТЕГРАЛА ТИПА ЛАПЛАСА—СТИЛЬТЬЕСАВ. Г. АбрахмановВ работах [1], [2] и [3] А. Мишкелявичус нашел уравнение границы области сходимости ряда Дирихле
∑ ⅞≡^v. (1) 

п=0

где последовательность {λn} удовлетворяет условию
∏m ∣arg(λfl+1-λfl)∣ = α<y , (2)

и установил выпуклость этой области. Обобщая результаты Kojima, Fuji wara Kakeya и Kuniyeda, полученные для ряда (1) с положительными показателями λn, R. Chambrial в работах [4] и [5] установил новые формулы для абсциссы сходимости и абсциссы равномерной сходимости интеграла Лапласа - Стильть- ооеса J e~z, da(t). В настоящей статье рассматриваются аналогичные во- опросы для интеграла
J* da (t), (3)огде α (t) — комплекснозначная функция ограниченной вариации на л юбом конечном отрезке интервала (0, оо), кривая z=λ (r)=Λ (∕) e'φω=σ (r) + zτ (/) — кусочно-гладкая на каждом конечном отрезке из (0, оо) и удовлетворяет условиям lim A (∕) = ∞ и

t→∞Йш ∣argλ'(f)∣ = α< 5-. (4)
t→co zЗаметим, что по условию (4) для любого γ, a<γ<^, асимптотически

I arg λ' (/) I <γ, I ψ (Г)I <γ, ∣ λ' (Г) ∣ < σ' (Г) sec γ. (5)
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§ 1. Область сходимостиВыберем произвольную последовательность положительных чисел {μπ}r μn+1-μπ∈ [Λ1, A2], ΓΛeA1>0, A2>0, μ0=σ (0). Так как по условию (4) lim σ (t) = 
t→∞= оо, то существует такая последовательность {tn}t что μπ=σ⅛). Обозна- ЧИМ ∕,= [tn, г„+1]и

t⅛ ln{su,p I f eχP[-⅛λW]rfα(u)∣}. (6)
r, tn

Теорема 1. При любом фиксированному интеграл (3) сходится во всех 
точках z = x+iy, где x>c(y), и расходится во всех точках z=x+iy, где 
x<c(y).Доказательство. 1. Пусть x>c(y) и с (y)<x'<х. Обозначив ß„W = г= ∫ exp[-iyλ (w)] da (и), согласно (6) имеем для всех п и tEln,. ∣βn(∕)∣≤ 

,n
^Kex 'Ln, где 0<A,=const. С другой стороны, для любых ζ и ζ' (ζ<ζ') существуют такие числа рн q(p≤q), что ζ≡ Рр» ^p+l), ζ'el⅛. *β+ι)∙ Если p≤q-2, то

ζ' ⅛ + ι 9-1 tk+ι

f e-^da(t)= f e~zλ,fl da(t) + £ f e~AW da(t) +ζ ζ fc=p+ι tk

ζ'
+ [ e~zλω da (t). (7)

‘яОценим интегралы справа для достаточно больших ζ, пользуясь неравенствами (5):
I С e-^da(t) Į =| f e-jtλ<'> rfβp(<) Į ≤

ζ ζ

!
tP + 1 ve~*llp+1 + e^xσ<ζ' + ∣x∣secγ f e~xσ<,> σ'(t) dt | ≤
ζ J≤tf1(l+secγ) exp[-(x-x') μ0] exp [-(x-x') A1p],

где X1=max {2A7, 2Ke~xh*}. Такая же оценка верна для остальных интегралов, поэтому
ζ, яI f e~zλω rfα(f)∣ ≤ С 2 exp[-(x-x') h1k]t

ζ k=P
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где 0< C=const. Для случаев p=q-1 или p≈qt когда сумма в равенстве (7) содержит одно слагаемое или отсутствует, это неравенство также справедливо. Оно означает, что интеграл (3) сходится в точке, z=x+ι>, если 
x>c(y).2. Пусть теперь интеграл (3) сходится в точке z=x+iy. Тогда, если γn (t) = 

t
= į e-Λ("> da. (u), то существует число М>0 такое, что ∣ γn (∕) ∣ ≤Λf для всех 

tn
1е1п. Поэтому для всех teln асимптотически

I β√(0l = I ∫ e*λω<fy1(")∣ ≤
tn

≤ M I e*°ω + ∣ х| secγ J exσ^ σ' (и) du ∣ ≤ Cexv'πt

tnгде C=max{3∕(l+2secγ), Λf[(l+secγ) e**∙ + secγ]}.Отсюда sup I βn (t) ∣ ≤ Ce*μ", т.е. с (j) ≤x, и теорема доказана. 
telnВыберем произвольную действительную дифференцируемую функцию <р (/), удовлетворяющую условиямlim!⅛w=∞, Н£$=оо. но lta⅛- ≤g-О (8)

для некоторого k>Q. Можно взять, например, φ (∕)=σ2 (/).Покажем, что величина с (у) в теореме 1 равна
c()>)=lta,^y In I f exp [φ(u)-φ(z)-ι>λ(u)]<∕α(u)∣ . (9)

Для этого заметим, что из (8) и (5) следует lim-i-^z^∖∖ = оо. Поэтому при любом х асимптотически
X I λ' (t) ∣+φ' («) >0. (10)Кроме того, из соотношения*∣v(0l+φ,ω 4 χ∣λ'(<)l+φ'(>)∣xλ'(0 + φ'(0l > Jx∣∣λ'(')l+'P'(Oполучаем, что для произвольного ε>0 асимптотически 

Λλ' (t) + <f'(t) I < τL- [XI λ' (Г) !+φ' (Г)]. (11)
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1. Пусть x>c(y), c(y)<x'<x. Если β (t)= ∫ exp [φ (и) - iyλ (w)] da (u)f
ото со гл а сно (9) асимптотически! β (t) ∣ <exp [φ (t)+x'σ (z)]. Из условия (8) следует, что, если 0< ε<x-x't то φ' (г) <σk (t) σ' (t) <exp [εσ (r)] σ' (t) при всех достаточно больших L Отсюда с учетом (5) имеемζ, ς,I f e-Λωrfα(f)∣ = ∣ [ exp [-xλ(∕)-φ(∕)] rfβ(r)∣ ≤

ζ ζ

ζ'≤2exp[-(х—x,)σ(ζ)] + f exp[-(x-x')σ(t)] [lxλ'(0l+φ'(01 Λ≤
≤(2 + T⅛- secr) exp[-(x-x,)σ(ζ)] +
+ x^Le exP [~(*-*'-ε) σ(ζ)]<Cexp [-(x-x,-ε) σ(ζ)],

где 0< C=const, что означает сходимость интеграла (3) в точке z≈x+iy.2. Пусть теперь интеграл (3) сходится в некоторой точке z=x+iy. Тогда,
tесли γ(r) = f e~zλ<u> ^a (m)j to ∣γ (∕) ∣≤Λf для всех t при некотором М>0 и 

о

Į f exp ⅛ (и) - ⅛(λ (и)] da (и) I = I f exp [xλ (u) + φ (u)] <Zγ (u) ∣ ≤
О о

≤ H + M I exp [xσ(z) + φ(z)] +
t ч+ У exp [xσ (и) + φ (u)] ∣ xX, (u} + φ' (и) | du |,

⅛где z0 выбрано достаточно большим, чтобы имели место неравенства (10) и (11), а Я не зависит от Г, Q<H<∞. Учитывая неравенство х ∣ λ' (и) ∣+φ' (u)≤ ≤secγ [xσ' (w)+φ' (и)], получаем
I f exp [φ(и) - iyK(u)∖ da (и) ∣ ≤ Я + М ∕ exp [xσ (t) + φ (r)] +

о 1

t .+ ∫ exp [xσ(u) + φ(и)] [x∣ λ'(u) ∣ + φ'(w)] du j <
< Я + М (1 + -7z7) exp [xσ(∕) + φ(r)].
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Из условий (8) следует lim = ∞, так что r→co σ V )
tI f exp [φ(w) - φ W - Vλ(w)] ^α(w) I < о< I Я exp [-σ(∕) +x)] + C ∣ < Xe*β<'∖

где C=M (1 + τ~^), 0<-K=const. Отсюда c(y)≤x.Отметим, наконец, что с помощью рассуждений, аналогичных проведенным при доказательстве теоремы 1 и формулы (9), можно получить
tc(y) = ∏m -A- In I sup 1 f exp [φ(u) - φ(f)-ιyλ(u)] da,(u) I I, (12)

n→α0 Ил ( teln I j I J
П tnгде последовательность {μπ} и функция φ (t) выбраны, как указано выше.В формулах (6), (9) и (12) выражение ехр [—iyK (w)] может быть заменено« на exp [yτ (и)], где τ (w)=Imλ (и) (ср. [3]). Покажем это на примере формулы (6). Мы воспользуемся тем, что, если σ (/) — некоторая положительная возрастающая дифференцируемая функция, a F (t) - произвольная комплекснозначная функция ограниченной вариации на любом конечном отрезке интервала (0, оо), то величина

cr(r) = lim i In f sup I f exp [-iYσ(«)] dF(u) I !
n→∞ Ил I tel ∣ j I J

n ftnне зависит от Y. В самом деле, в соответствии с формулой (6) cp (Y) — абсцисса сходимости интеграла
f exp[-(z+∕r)σ(r)]<tf∙(t).

О 

tОбозначив теперь Fy (∕)= J* exp [yτ (w)] Ja (и), получим из (6)
tnc(y)= ⅛,b') = lim Д- In I sup

, n→∞ 1Ил ( teln

f exp [-ι>σ(u)] dF,(u) Į J . 
tnНо по доказанному cPy (y) = cPy (Y) при любом Y и поэтому, взяв У=0, получим

с (у) = lim
Λ→∞

⅛ ln { I ∕ exP ЬМ«)1 da(u) Į J .
n tnОбозначим V(z0) = { z: ∣ arg (z-z0) | < у - •



10 В. Г. Абдрахманов

Теорема 2 (Абеля). Из сходимости интеграла (3) в точке z0 следует схо
димость его в V (z0).Доказательство. Если z∈K(z0), то существует такое число δ(z)>0, что α+8(z)<j, I arg (z-z0) I ≤ ^--a-δ (z). Если γ=a + δ (z)-δ, где 0<δ< <δ(z), то a<γ<^. Обозначив φ0=arg (z-z0), согласно (4) имеем асимптотически ∣φ0+Ψ (0 ∣<γ-δ. Из сходимости интеграла (3) в точке z0 следует 

t асимптотическое неравенство ∣β (г, /) |<1, где β (г, t) = f e~z°λω d<x(t), для всех t>r. С учетом (5) получаем
R RĮ I* e~zλ dv. (t) J = j ∣" e~U-zβ)λ(o dtβ(r, t) ∣ ≤ ∣l e~^z~z^ 1 +

r r

!Λ
+ f ∣e^b^2∙>λ,')∣∙∣z-z0∣∙∣λ'(<)∣A ≤ 

r

≤ ! e~(z~z')λ tr) Į I exp (— ∣ z-z01 [σ (R) - σ (r)] sin δ) +
R+ secγ ∫ exp(-∣z-z0∣ [σ(f)-σ(r)] sinδ)∣z-z0∣ σz(r) Λ∣≤ 

r

τ.e. асимптотическиI [ e-2λ<'><Za(f) ∣ < C∣e-<2-2∙>λ<r>∣, (13)
rгде С зависит только от z и z0, что и означает сходимость интеграла (3) в точке (z0).Из теоремы Абеля следует, что множество точек z, в которых интеграл (3) сходится, представляет собой бесконечную область G с непрерывной границей x==c(y). Покажем, что на любом ограниченном замкнутом множестве F⊂ G интеграл (3) сходится равномерно. Из хода доказательства теоремы Абеля видно, что, если интеграл (3) сходится в точке z', то он равномерно сходится на множестве Vθt8(z') = { z : ∣ z—z' ∣≥σ, ∣arg(z-z') ∣≤ J—α-δ >, где σ>0, δ>0. Обозначим V*δ (zz) = ∣z : ∣ z-zz∣>σ, ∣ arg (z-zz)∣<y -α-δ , где δ>0 — некоторое фиксированное число. Если Г — граница области G, то p (F, Γ)=η>0 и I z-ζ ∣≥η, где ζ∈Γ и arg (z-ζ)=0, для всех zeF. Поэтому, •если σ=y> τθ Для любого zeF существует такая точка zz∈(7, что z∈K* δ(zz). Пользуясь леммой Гейне —Борел я, из бесконечной системы областей К* δ(zz), покрывающих F, выделим конечную подсистему, также покрывающую F. Отсюда и следует, что интеграл (3) равномерно сходится на множестве F.
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Докажем, что область G выпуклая. Для этого воспользуемся тем, что модуль показательной функции exp (az) при движении точки z вдоль отрезка 

z1z2 изменяется монотонно при любом а. Достаточно показать, что, если ξ1∈(7, ξ2∈G, то и любая точка ζ отрезка ξ1ξ2 принадлежит G.Существуют такие точки z1∈G и z2∈(7, что ξ1∈K(z1), ξ2∈P(z2), и такое число δ(ξ1, ξ2), что α + δ(ξ2, ξ2) < £ , ∣arg(ξ1-z1)∣≤ у-α + δ(ξ1, ξ2), arg(ξ2-z2)∣ ≤ ⅞-α+δ(ξ1,ξ2). Если γ = α + δ(ξ1, ξ2)-δ, где O<δ<δ(ξ1,ξ2), то а < γ < ⅜. Возьмем произвольную точку zeV(z1) ∩ V(z2) и обозначим аоβ(∕) = ∣' e~zX(u) da (и). Так как функция ß (t) - ограниченной вариации на 
tлюбом конечном отрезке интервала (0,∞), то (см. Widder [6])Ä R Rf e-™ da,(t)= f da(t)= - I e-<ζ^1,λωdβ(t).

r r rИнтегрируя по частям, получаемлĮ f da (Г) Į ≤ I λ «> ∣ ∙ ∣ β (A) ∣ +1 λ<'> ∣∙) β(r)) +r
R

+ f ∣e-κ-≈)λ(<> ∣.∣ β(t)∣.∣ζ-z∣∙∣λ'(<)l A.
Согласно (13) имеемI β(∕) I < C∣e^,2'2',λ,'> I (z=l, 2).Используя неравенство

2I e-(ζ-z) λ(∕) I < ∑ |e"(ę'“z)X(0|,
1 = 1 получаем

2I e-(ζ+z>λ(<) I. I β (r) I < c ∑ ∙ e-¾-⅛λ<,> I
ι=lдля всех r≥r. Поэтому

R
f e^w'> <fa(r)∣≤ C ∣e-<ξ,-z,)λM) ∣ + ∣e-<5i-2l)^<'> l∣÷

2 R+ ∣ζ-z∣secγ∑ f ∣ e-,¾-2<>λ<'> ∣ σ,(t) dt ≤ ∣ = 1 r
2≤ c| 2 2 exp[-∣ξ<-zi∣ σ(r) sinδ] +

l 1=1+ Σ ⅛⅛τ ≡F exp[-∣ξ,-z,∣ σ(r)sinδ] }<ε 
1=1
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при достаточно большом г. Следовательно, ζ∈(7 и выпуклость области G доказана. иРяд Дирихле (1) получается из интеграла (3), если α (0)=0, а (t)= ак 
к=0при r>0, λ (ri)=λn. Условие (4) для ряда заменяется условием (2). Формулы(6), (9) и (12) принимают соответственно вид (∕n=⅛]+sign (tn-[/„]));

тc(j∣) = ∏m 4^ ЬI sup I У ¾ exp [-iyλ4] j } =
n→∞ Ил I /ле/ I . 1 J

Л

л= lim 4- In I У ak exp [mk-mn-iyλk]
n→oo σΛ t “

(14)
где λn=σn+iτn, причем выражение ехр [—fyλjfe] может быть заменено на ехр* [yτjk]. В этих равенствах последовательность {/„}, соответствующая заданной последовательности ⅛1} выбирается следующим образом: строится произвольная непрерывная дифференцируемая функция λ (г), удовлетворяющая условию (4), такая, что λn=λ (и). Для такой функции σ (z)=Re λ (t) при всех достаточно больших t монотонно стремится к оо, поэтому существует такая последовательность {ζj}, что μn=σ (tπ). Последовательность {mn} выбирается так, чтобы имело местоlim mn = ∞, lim mn+l~mι = 00, но lim —г mπ+*~m!L = о

Λ→∞ ∕I→OO σn + l σn n→∞ σ∏ σ∏ + l σΛдля некоторого к>0. Можно взять, например, mn≈σ^.

§ 2. Равномерная сходимостьОбозначим V (z0, ψ) = {z : ∣ arg (z-z0) ∣ ≤ψ}. Покажем, что, если интеграл (3) не сходится равномерно во всей плоскости, то не существует такая ко

нечная точка z0, чтобы он равномерно сходился в угле V(z0, ψ), где у < ψ≤π.Для ψ=π это утверждение очевидно, поэтому будем считать, что ψ = ^ + Δ^ гдеО<Д<^. Предположим, что имеет место равномерная сходимость в угле 
V(z0, ψ). Тогда для произвольного ε>0 существует такое число r1, что при всех R>r>r1

Rj f e-zλ(t) da(t) I < ε (15)
r

для всех zeV(z0, ψ). Если γ, α<γ<y, некоторое фиксированное число, то существует такое число r2, что для всех t>r2 выполняются неравенства (5).
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Тогда при всех r>r0π t>r0, где r0=max {r1, r2}, неравенства (15) и (5) выполняются одновременно. Рассмотрим точки z, и z такие, что z'eV(z0,Ψ), ∣arg(z-z') ∣ = y-α-δ0, где 0<δo< -а, и пусть γ=a + δ0-δ, где O<δ<δo.Из хода доказательства теоремы Абеля видно, что для произвольного ε>0
I f e-≈W'><Za(0∣ <ε(l + ∣e-a-mω∣j (16)Гпри всех t>r0, где r0 не зависит от z и z.Пусть точка ζ∈K(z0, ψ) выбрана произвольно. Мы хотим показать, что неравенство (15) верно и для z=ζ при всех r>r0, что будет означать равномерно сходимость интеграла (3) во всей плоскости. Без нарушения общности рассуждений можно считать, что arg (z0- ζ)=0. Выберем δ0 : max {Δ -а, 0} < δ0< у — а и на вертикали, проходящей через точку ζ, возьмем произвольную точку ξ1, внутреннюю для V(z0, ψ) (пусть, например, Imξ1>Imζ),H точку ξ2, симметричную с ней относительно ζ (см. рис. 1). На сторонах угла V (z0, ψ) возь

мем такие точки z1 и z2, чтобы arg (ξ1-z1) = -φ0 и arg (ξ2-z2) =<Po, где φ0= --α-δ0, и пусть z - такая точка, что arg (z-z1)= -φ0, arg (z-z2)=φ0 (такая точка существует, так как φo≠O). С помощью элементарных вычислений получаем ∖ζ~z∖ _ d cos(φ0 + Δ)
∣ξ1-z1∣ “ d-d0 cigφ° s⅛∆

где d0-длина отрезка вертикали между точкой ζ и стороной угла V (z0, ψ) и d=∖ ξ1-ζ ∣ = ∣ ξ2-ζ |. Так как
lim 
d→∞то для произвольного σ>0 имеем при всех достаточно больших d:

∣ζ-*l ∣ξl→ll <ctgφ0 COS (φ0 + Δ) 
sin Δ + σ. (17)
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R соОценим теперь Į ∣* e^ζλω tZα(r) | при r>r0. Обозначим β (∕) = f e~zλω cfa(t)- 
r tС помощью таких же рассуждений, какие были проведены при доказательстве выпуклости области сходимости G, и используя неравенства (16) и (17), получаем:

я [ЯĮ f e-w> da(t) I - I f e-κ-∙≈m<) <iβ(t) I ≤ 
r r≤ ε(1 + IS⅞) { 4 exp f-1 5ι~zι∣ σ(r) sinδ) +

i« 1+ 2∣ζ-z∣secγ f exp [ — Į ξ1-z1∣ σ(r) sinδ[ σ'(t) dt |<

+ [ctgφ0 c°s5⅛02δ, + σ] S } exp[-∣ξl-z1∣ σ(r)sinδ],
если d достаточно велико, или

RI f e^ζλω da(t) j < ε ∙ C exp [-1 ξ1—z11 σ(r) sin δ], 
rгде С не зависит от величины ∣ ξ1-z11. Выбрав d так, чтобы ∣ ξ1-z11 было достаточно велико и Сехр [—∣ ξ1-z1∣ σ (г) sin δ]<l, получаемлI J* e-ζλ(r> j0φ) i < e
гпри всех r>r0. Так как выбранные нами числа δ0 и δ пригодны для всех ζ∈ V (z0f ψ), то и соответствующее им число r2, а значит и r0, пригодны для всех ζ∈K(z0, Ψ), т.е. для всех точек плоскости. Таким образом, из равномерной сходимости интеграла (3) в угле V (z0, Ψ), где у < ψ < π, следует его равномерная сходимость во всей плоскости, и наше утверждение доказано.Введем для произвольных чисел у и 'ψ, 0≤ψ≤ j , величину

xψ (у) = lim-J-In | sup f sup I f exp(-(refφ + ∣>) λ(u)) tZa(u)lll. (18) ∏→co H” lreZπ *τ>0, ∣φl≤ψ į • 1' ' l-*'
Теорема 3. Для любого у, — ∞<y<∞, и любого ψ, 0≤ψ ^^^интеграл (3) равномерно сходится в угле K[xJ (j) + δ+(y, ψ] при любом δ>0 ине схо

дится равномерно в этом угле ни при каком δ<0.
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Доказательство. 1. Пусть z=xψ(y)+ δ+(y+refφ, гдег>0, ∣φ∣≤ψ, произвольная точка угла V [xψ (у) + δ + iy, ψ] при δ>0. Обозначим βrt (t, г, φ) = 
t= ∣' exp( — (reiφ + iy) λ(w)j da (и). По определению xψ (у) существует такое 

tnчисло К>0, что для всех г, φ и tEln при всех п выполняется неравенство | ß„ (t, г, φ) ∣≤^ex μ", где xψ (y)<x'<xψ (y) + δ. Как и при доказательстве теоремы 1, получаем для всех достаточно больших ζι
ζ' <7j ∣' e-A(ι) jα (/) j ≤ с exp [ - (xψ (у) + δ - xf) h1 fc],

' ζ k=pгде С>0 и не зависит от z. Это и означает равномерную сходимость интеграла (3) в угле K[xψ (y) + δ+z>, ψ].2. Предположим, что интеграл (3) равномерно сходится в угле K[xψ(y) + + δ+(y, ψ] при некотором δ<0. Тогда для всех z=xφ(y) + δ + fy+re'φ и всех 
tElπ при достаточно больших п имеем ∣ γn (r)∣ ≤ 1, где

t

t At) = f β^'w <*«(«)•
tnОтсюда для всех г, φ, tEln

t tI f exp [ - (rertj+,iy) λ (и)] da («)[ = ] f exp ([хф (у) + δ] λ (и)) dγn (и) ∣ ≤

≤ С exp {xφ(y)+δ] μπ},где C=max {l+2secγ, (1+2secγ) exp ([xφ(j) + δ] Λ2)}, так что xφ 0')≤xφ (y)+- + δ, т.е. δ≥0, что противоречит предположению.Рассуждая как при доказательстве теоремы 1 и формулы (9), можно показать, что величина xψ (у) в теореме 3 равна
Πrn-^-lnlsup[ sup I f exp[φ(u)-φ(f)-(re,* + ι>)λ(u)]Λ<(u)]ll. (19>
Λ→α> ∣,eΛ∣ l∙r>θ, ∣Φ∣<Ψ J IJJ

tnЕсли вместо условия (4) потребовать выполнения более сильного условияI arg λ' (t) I≤α<то для 0≤ψ≤γ-a можно показать, что
xφCr)=iim-j-τln∕ sup I f exp[φ(u)-φ(z)-(∕∙e'φ + ιy)λ(u)]<∕a(u)ll. (20}

Действительно, такими же рассуждениями, как и при доказательстве формулы (9), показывается, что интеграл (3) равномерно сходится в угле K[xψ (у) + + δ+(y, ψ] при δ>0. Если предположить, что имеет место равномерная сходимость в этом угле при δ<0, то существует такое число t0, что для всех г, φ>
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t tвыполняется ∣ f e~zλω da (t) Į < 1 при всех t≥t0. Если γ(∕, г, φ) = f e~zλωda(t),
't9 öто для t≥t0

toI γ (', rt φ) I ≤ 1 + Į f e~zλω da(t) Į ≤ 
to≤1 + max I exp { —[xψ(j) + δ + fy] λ(z)}∣∙ f | da (t) | = K, o≤r≤⅛ θи тем более эта оценка верна для t ≤ ∕0. Оценивая выражение

tI f exp [φ (u) - (re1* + 1» λ (u)] da (u) ∣ =
О= I f exp [φ (u) + (хф (у) + 8) λ (u)]⅛γ (и, г, φ)∣ öкак и при доказательстве формулы (9), получим xψ (y)≤xψ (у) + δ, т.е. δ≥0, что противоречит предположению.Замечания. 1. Как уже было отмечено, из хода доказательства теоремы Абеля следует, что случай ψ<^-—а тривиален.2. Пусть теперь α<ψ ≤^- и для произвольного η, 0<η<a, существует такая стремящаяся к бесконечности последовательность {ζj} точек роста функции a (/), что ψ (tn) =arg λ (tπ) >а— η (л = 1,2, ...) и для некоторых последовательностей положительных чисел {δπ} и комплексных чисел ⅛}, jz,≠0, при всех δ, O<δ≤δπ, выполняется равенство: a) a (tπ)-a (tn-8)=sπ или б) a (/„) — —a (ζ + δ)=1yπ. Покажем, что в этом случае интеграл (3) не может сходиться равномерно в угле V (z0, ψ) ни при каких z0 и ψ, ψ>^ -а.Пусть z0 — произвольная точка плоскости, ψ = ^ — a + Δ (0<Δ<a), z — произвольная точка луча arg(z-z0)=ψ. Выберем η, O<η<∆, и возьмем z столь большим по модулю, чтобы было ∣argz-(^--a + ∆)∣< ε, где O<ε<∆-η. Тогда arg z+ψ (tn) > + Δ-η-ε, и cos [arg z+ψ ⅛)]< -sin (Δ-η-ε) (n == 1,2, ...). По предположению для произвольного г>0 существует точка 

in>r. Если выполняется равенство а), то рассмотрим интеграл
tπ
[ e~zλω da(t), где 0<δ<min{δπ, tπ-r}.

in-8Имеем
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при j z ∣→∞. Если выполняется равенство б), то

t +β ЛI ∣' гЛ(,)</а(/)| →oo при ∣z∣→oo, где O<δ≤δz,.
tnОтсюда и следует, что интеграл (3) не может сходиться равномерно в угле 

V(zfh ψ).Отметим в заключение, что формулы (18), (19) и (20) для ряда (1) имеют соответственно вид:xψ(j) = lim J-In I sup [
n→∞ 'xn 1 m∈∕fl li

n= lim ^-ln∣ sup I Y ak exp (mk-mn-(rei'*+ iy) λJ I 1 ,
n→oo σ∏ l r≥0, ∣φ∣≤Ψ .n ' ' I JΓΛeσn = Reλn, последовательности {zn} и {mn} выбраны так же, каки в формулах (14). Если точки Х„ приближаются к сторонам угла ∣ arg z | ≤α сколь угодно близко при сколь угодно больших индексах п, для которых an≠0, то, как следует из замечания 2, xψ (у) может быть конечным только при ψ≤^- а.Московский институт химического машиностроения Поступило в редакцию’ 17.Х.1969
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LAPLASO—STILTIESO TIPO INTEGRALO KONVERGENCIJOS KLAUSIMUV. Abdrakmanovas 

{Reziume)Darbe įrodytos kelios formulės, kuriomis nusakoma integralof e"2λ(')<Zα(r),
o(lim ∣λ(r)∣=oo, lim ∣ arg λ, (∕) ∣ = a < ~ j ∖f→oo ∕→∞ 2 /konvergencijos sritis.

2. Leid. 11663.

(1)
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Atskirą atvejį, kai (1) integralas suvedamas į Dirichlė eilutę, nagrinėjo A. Miškelevičius — [1], [2], [3] straipsniuose, bet jo įrodytos formulės skiriasi savo pavidalu nuo duotų šiame darbe.Darbe taip pat randami kampai ∣ arg(z-z0) |< y — a, kuriuose (1) integralas tolygiai konver- guoja.
SUR LA CONVERGENCE DE L'INTEGRALE DE LAPLACE - STIELTJES TYPEV. Abdrakmanov
(Resume)On ėtablie quelques formules qui permettent determiner le domaine de la convergence simple de l'integrale

αo (1)
о

I lim I λ (∕) ∣= co, lim ∣ arg λ' (r) ∣ = α< Σ V∖Z-*∙ao ∕→∞ 2 ∕Dans le cas ou l'integrale (1) se rėduit ä une serie de Dirichlet, les exposants complexes de cette serie vėrifient les memes conditions que dans les articles de A. Michkelavitchus [1], [2], [3], mais la forme des formules dont ii s'agit ne coincide pas avec celle de A. Michkelavitchus.On trouve aussi des angles ∣ arg(z-z0) l< ~α dans lesquelles l'integrale (I) converge uni-formement.


