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ГРУППОВОЙ ВЫБОР И РАВНОВЕСИЕ
А. И. МОРКЕЛЮНАС

Групповой выбор „наилучшей" альтернативы методом простого большинства рассматривается в игровой постановке. Введено определение абсолютного равновесия, которое включает в себя понятие равновесности по Нэшу и понятие эффективной точки. Показано, что существование абсолютного равновесия тесно связано с существованием такой альтернативы, которая не доминируется по большинству никакой другой альтернативой.1. Будем пользоваться следующими обозначениями и определениями.N — множество игроков,
S, М, W, — подмножества N.Число элементов любого множества К обозначим через | К |. Положим I ΛΓ∣ = n.Пусть S<=N и I 5∣=fc. Пусть JV, (J<≡N') множество стратегий J-го игрока. Тогда: x = (xι..............х„). xiεXj,

ys=(yh.................yjl)∙ yjke∖∙ nes-

Через х∣∣j⅛ обозначим вектор, получаемый заменой координат х соответствующими координатами ys.Пусть fj (х) функция выигрыша √-ro игрока. Обозначим
Fs (х) = (√J∙1 (х).................fjk (x)). Ji e S, 7=1...................к = ∣ S |.

Знак означает покомпонентное неравенство, причем хотя бы для одной координаты выполняется строгое неравенство.Определение 1. х является /с-равновесием тогда и только тогда, если для любого S⊂ N, I S ∣=fc, не существует ys чтобы-f,s(x∣l>⅛)≥∙Fs(x)∙ (1)Из определения следует, что если ∣ S | = 1, то 1-равновесие совпадает с понятием ситуации равновесия Нэша. Если ∣5∣ = n, топ-равновесие — эффективная точка.Определение 2. Будем говорить, что переход от ситуации х к x[∣ys возможен (или множество игроков S может перейти к у), если существует S= N такое, что:
Fs (х Hλ)>¾ (х).
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Пусть Γ = (∕V, {Xf}, {/}■}) следующая игра:
X1 = = Х„ = {x1, xm} = Λ', т. е. множество стратегий одно и то же длякаждого игрока. Стратегии х1...............хт можно интерпретировать как альтернативы в принятии группового решения или как кандидатов выборной кампании. Пусть полезность групповой альтернативы х‘ для /-го игрока есть uy(x,),∕=l, и; /=1, т. Прежде чем определить/} введем следующее.Определение 3. х‘ обозначает альтернативу, полезность которой:

ieL√Σ*')  = ⅛ ∑≠'i' j=i∙
ieL ieL

{х1: iεL}≈X, ∖L∖=l.Альтернативу £ х1 можно интерпретировать как лотерею 
leL(1√., 1√'), {∕1...........i∣}=L.

Определим fj следующими двумя условиями.1. Предположим, что ∕} (x)=∕} (xj,, ⅛,), a⅛∈{x1, ..., xm}, симметрическая функция. Тогда ее значения зависят только от того, какие альтернативы выбираются и сколькими игроками каждая из них выбирается. Обозначим через x'k' тот факт, что i-я альтернатива (стратегия) х1 выбрана k∣ игроками. Тогда можно писать:
fj(x)=fi(xil∙, ⅛)=Λ(X14 .,V"4m

kl = n, 0≤fc1≤H.
I =1Если fc1=0, то нет игрока, использующего стратегию х‘. Если ki = n, то все игроки выбирают стратегию х'.2.
fi (*)  = fj (* ua.................∙ - xmkm) = ¾ ( ∑ *')  . (2)

ieLгде L=∣ι : ⅛∣=max {fc1, ...,fcm}∣ .
Такое определение fj позволяет нам рассмотреть принятие группового решения с точки зрения устойчивости в бескоалиционных играх.Определение 4. Назовем выигрыш в ситуации х /-смешанным, если во (2) ∕≥2. Если 1=1, выигрыш назовем чистым.Для удобства соответствующие ситуации будем называть соответственно /-смешанными или чистыми. Очевидно, что во (2)I L I = ∕≤ min (n, I X ∣) =min (и, m).Замечание. Требование задания uj (xi) не необходимо. Все дальнейшее остается верным и в том случае, если задано только индивидуальное отно-
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шение предпочтения „> " на множестве xf, L⊂ {1, того,предполагается, что если индивид расширяет свое отношение предпочтенияс £с {1, т] на < λfxtt где ^λj=l,λf≥0∣, то отношениеi∈L i — Iпредпочтения на { £ λ, x,∣ удовлетворяет аксиомам Неймана—Морген
штерна. В таком случае существуют uj(jeN), что:

∑ χl rj ∑ У1 uj(∑ χi) ruj(∑ У1) > xi,ylex,jeN, (3)
ieLl ieLt ieLl ieLt

Rj означает ~, >, -< и R соответственно =, >, <.Лемма 1. Для любых xεX, Lc {1, m} и jeN верно

Σ χl>x ≠ (∑χl+x)>x∙ ∑ χl7x ≠
ieL j ieL ieL

^{∑x'+x)~xu ∑χ'-<χ^ ∑(χl+χ)<χ-

ieL ieL ieLДоказательство. Докажем лемму для Для > и -< доказательство аналогичное.
i IПусть L={l, /}. Тогда ∑ х‘= ∑ xi. Пусть ∑ χl γ χ- Допус-

ieL i = 1 i = Įтим, например,
I

(∑χl + χ)>χ-

i =1Из (3) и отсюда следует:
I I

uj (∑ χl + x) >uj(χ) → 7ТГ Σ ">(χi) + ∣=I /=1
I+ ттг > “* 7+Г Σ ⅛M > ттт ">W *̂

i =1
/ I→ 7 ∑ uj (χl) > ¾∙ (χ) → ∑ χl>χ,

i = I i = 1 j
что противоречит

t

I = I
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I IПусть x*+  x у χt но х > ∑ χl∙ Отсюда:
1=1 j ι=l

I I
ui W > ¾ ( ∑ χ,) → uj w > 7 ∑ uj (jc') →

/ = 1 1 = 1/→ 77Т ¾(*)>  7+Т Σ uΛχ,', → wrW>7⅛T Σ "Hjc') +
I = I j = l

I
+ ттт u>ω → x>(∑x' + x}∙

1 I
1что противоречит xi+x. Лемма доказана.
1Как обычно, х > у будет означать х > у, jεS и существует j0eS, что s 7х > у. Кроме того, будем употреблять следующее обозначение.ΛОпределение 5. Пусть ScN и [Sl=⅛. 1) x<k у означает: существуеттакое S⊂ N и ∣ S ∣ = к, что x<,y, т. e. x< у, jeS и существует jaeS, что х<у, 

_ 'S Г h2) х -< k у означает отрицание утверждения х ■< ку.Определение 6. Одновременное 1, 2, n-равновесие будем называть абсолютным равновесием.Теорема 1. Для того, чтобы чистая ситуация x=(xlπ) была абсолют
ным равновесием, необходимо, чтобы x'у, где к = f J — целая часть 
числа л+*  , для всех ye{x1, xm }.Доказательство. Пусть (x,") — ситуация абсолютного равновесия. Тогда по (2):

fj(x∙")=uj(xl), j=l...,n.Если существует такой у, что у >t xf, то в силу (3)
Uj(y)≥ui(×,)∙ jεM, ∣Λ∕∣ = pil] = fc, (4)

причем хотя бы для одного jeM: u1 (y)>uj (х). Но тогда игроки М при нечетном п могут перейти в ситуацию х || ум, ибоΛ(x∣∣∙>⅛)=mj∙0'). J=l...............«:и в силу (4)
*м (*I∣J⅛)≡≈  Гм (х).Следовательно, х=(х'”) не является ситуацией абсолютного равновесия. Перейдя к четному п, отметим, что по лемме 1
y>x' → y+xl>x'. (5)

м



Групповой выбор и равновесие 313
Тогда при у > x, игроки М могут перейти в ситуацию х || ум, так как из (2) получаем м

f1 CΦm)=¾ (*+j).  j-N,

a отсюда и из (5)
?м WL‰) > ⅛ Скопить пришли к тому, что x=(x'") не абсолютное равновесие. Это доказывает необходимость.Другое очевидное следствие из данных определений.Теорема 2. Для того, чтобы существовала ситуация абсолютного рав

новесия, достаточно, чтобы для какого-то уеХ было y>~l,∑ х' для 
всех I L I — ∕ ≤ min (n, m), k = Į ”+1 j .Доказательство. Рассмотрим ситуацию y = (у). Для того, чтобы переход в ситуацию, выигрыш в которой есть uj (z) или uj (y+z), Jeff, был возможен, необходимо

(у), |М|=[Д±1].
В силу условия у -< k 2 x, это невозможно. Для перехода в другие смешан- 

ieLные ситуации, ввиду определения fj, необходимо существование такого Hz⊂ N, I WI ≥ I MI, что у -< 2 χl∙ В силу y<k ∑ это очевидно невозможно. ж 'ez∙ 'elДальнейшее описание модели состоит в уточнении утверждений теорем 1 и 2. В конце приводятся условия единственности.2. Через у, z.............x, будем обозначать элементы множества X= {x1..................x",},причем х будет обозначать такую альтернативу, что x<ky для всех 
yεX, k= [^~5~]∙ Ситуацию, выигрыш в которой ¾(2ja'), ∣i∣ = ^≤m*n (n∙ "1)∙ 

IeLбудем обозначать через f∑ x'] • Соответствующих одному выигрышу си- 
ieLтуаций может быть не одна, но это не приведет к путанице.Лемма 2. Если x<ky, уеХ, ⅛=[-∣^]. то ситуация (xn) является по 

меньшей мере 1, к'-равновесием, где к'= Įу nJ, если n = 3d+q, и2
к'= у л-1, если n=3d (d — целое число, а q-1, 2).Доказательство. Из того, что для каждого у: х ∙<ky, следует невозможность перехода из (х") в [у] или [x+j>]. Рассмотрим возможность существования такого Hz<=Λf, I W,∣> ["⅛^^]∙ что

Ety([y+z])≥Fly(x"), у, z≠x. (6)
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Если n=3<∕, то (6) ввиду определения У) невозможно, когда | У\ IF∣>y (| ∏λI<∙∣ и), так как в этом случае равенство fj (xk∙, yk∙, zk>)=uj (y+z) возможно только тогда, когда k2=k3 и k1<k2. Это невозможно, когда
k1 = ∖N∖W∖>⅛

В случае n-3d+q :Į л] < | п, и поэтому, если k' игроков ≤ [4 л] и меняют стратегии, они не могут перейти в [y+z] или [x+y+z] в силу определения fj.Очевидно, что, если множество игроков W<z N не могут перейти к ситуациям, которые здесь не обязательно доминируют (х") для игроков εfP[y+z] или [х+у+z], то тем более они не могут перейти к ситуациям [ x'], ∣L] ≥ 3.Лемма доказана. iELИз леммы 2 следует, например, что если л=3 и х < 2 у, то (х, х, х) = (х3) всегда будет ситуацией 1-равновесия. Если,например, и= 15и х-< βj, то (xω) - ситуация 1, ..., 9-равновесия, так как Эс^-Лб.Обозначения. 1) ⅛∣ = max { k : j <п — k J, k. Z-целые числа;
2) Mte{M∙.M<zN, ∣JW∣ = ⅛l+l }.Укажем несколько свойств чисел kt.Лемма 3. 1) fc1≤fc2≤ ≤fcn = fcπ+1= = л-1;2) fc∣ = min k : γ≥n-fc } — I

или ΛZ∣=mm{ fc : у ≥ л — fc } .
Доказательство. 1) Можно написать⅛, = max{ k : * <n-k ∣ = max { k'.k< —у л | ,

fc∣+1 = max I k: k < n J ∙
Отсюда, так как уу^л > yį-y " '

kt+1>kl.Дальше:⅛.+i=maχj⅛rfc<n-^nI = max{fc = fc<n--^1 [.
Так как при <Z>0 всегда 1 > ,,+^+1 ⅜0, то kπ+d = n-l.
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2) Пусть n≈(l+1) а+Ь, где о>0, 0≤b </+1, a, b — целые числа.

kl = max J к: к < y^-∣- л } = max { k'.k< j-yγ [(/ + 1) а + 6] } = 
= max ∣ k.k<la + b- } = la + b — 1, 

min j fe:⅛> 7-7T n } = min { k.k≥la + b- γ^-∣- J = la + b.

Имеем:
(7)
(8)

Из (7) и (8) получаем min j к : у > п — к ∣ = max ∣⅛ : γ <n~k }+ 1 =fc∣+ 1 = I Ml |.

Теорема 3. Если существует такая альтернатива хеХ, x-<t'+1∑ χ, для βcex C', I L, I =∕'≤∕≤min (n, т), то(х") является по 
ieL,

шей мере 1..............kl +1-равновесием.Доказательство. Для 1=1 =1’ теорема, как следует из леммы 2, верна. Пусть она верна и для 1—1 (где />3). Покажем справедливость утверждения и для I.Заметим, что по предположению индукции:

что

мень-

⅛.,+ ι —x< ΣИмеем:
xt для всех Т<=.{ 1,

~ iεTДействительно, если бы существовало Γ1⊂{l, 
x< *'- +, £ X-,

~ ieT1 то из леммы 3 и определения 5 тем более:
χ~<,kt +1 ∑ Xi,

ieT,

что противоречит предположениюиндукции. Отсюда и по условию теоремы:---fc. + l —,
х ■<. 2, х‘ для всех I L, ∣ ≤ /.~ ⅛z,∙ (9)

Значит, если не существовало бы множества Ml<=- N1Į Mi ∣ = fcl + l, такого что x<t'+1 ∑ √, где Li<={ 1, .. , m}, ∣ L1∣>∕,
ieLlто из (9) и по предположению индукции можно было бы утверждать, что (xn) 1, ..., ⅛l + l-равновесие. Но так как может оказаться, что kl+1=kl и k∣ +1 > 

>kl+1, то отсюда следует возможность существования множества игроков
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W<∑ N, Į Wλ!=Aj+1, для которых возможен переход к [ ∑ xj и ∑χi>x- 
isLi ieLl WСледовательно, про (х") можно утверждать только, что она 1.................. ⅛1+1-paβ-новесие, поскольку, если только не больше чем max {k : <n-⅛} = fcl+l

игроков меняют стратегию х, то они не могут перейти к xi], ∣Z1∣>∕. ∣⅛z,,Теорема 4. Если k1<k2< <kl<kl+1, то для 1.............k∣+1-равновесности
(xn) условия теоремы 3 необходимы.Доказательство. Допустим противное: для какой-то [ xlJ 1≤∕'≤Z 

icL'имеем х ->kι∙+' £ х1. По лемме 3 (х") не будет fc∣∙ +1 -равновесием. Но из нера- 
~ leL'венства kl∙ <kl-+1 в силу целочисленности k∣ следует fc∣∙ + l ≤fc1∙+1≤kl+l. Значит, (х") не будет 1, &(+1-равновесием. Отсюда следует необходимость.Непосредственно из теоремы 3 получаем.Следствие. Для того, чтобы (х") была ситуацией абсолютного равновесия, достаточно выполнения условий теоремы 3 для ∕=min (п, т).Это следует из того, что более чем min (n, т)-смешанная ситуация невозможна. А так как не существует L, что ∑ x,>k'+l X для|£| = /=1, 

leL ~min (и, т), то невозможен переход из (xn) в любую /-смешанную ситуацию.3. Мы показали, что при некоторых условиях (.√l) является ситуацией абсолютного равновесия. Для этого необходимо x<kz для всех zeX, ■Ниже покажем, при каких условиях ситуация абсолютного равновесия единственна. Единственность ситуации абсолютного равновесия будем понимать в том смысле, что только для одной альтернативы ze х'} i⊂ {1............... т},

какая-то соответствующая ситуация из [z] абсолютно равновесна. Нам понадобится следующее обозначение:
Xtf =| х:х -<ky для всех yεX, fc = [⅛*] ∣∙

Лемма 4. Если ∣ хм |> 1, то ху) у для любых х, уеХм.Доказательство. Имеем x<ky и y<kχ для x,yeXli. Пусть х<у, 
~ ~ N1

xN,y и х > у. Очевидно множества N1, Na, N3 составляют разбиение множест- ва N. Обозначим nj = ∣ Nt ∣, i=l, 2, 3. Допустим, что неверно ху;у. Тогда, например, n1≥l. Так как x<tу, то
"l+n,≤[-^] .

Поскольку n8=n-(n1 + n2), то отсюда имеем:
(Ю)
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Так как х >- у, то из (10) следует x>ky, что невозможно в силу условия 

N,
уеХм. Итак, х~у.

Лемма 5. Если x<ky, u χr⅛y∙ mo х>кУ-Доказательство. Пусть опять .v-<y, Xχ,y, χ>y Так как х ∙fj у, то wl N,
n1 или и3 не равно 0. В случае n1>0 аналогично предыдущей лемме получаем: 
x>ky. Если n1=0, а n3>0 то .v> у, а тем более и x>k у.

NСделаем два замечания, основанных на определениях fj и £ х'.ιeL1) Пусть Ni - множество игроков jelf, выбирающих x', ieL в ситуации [ Σ *']•  Тогдаi∈L ∣ΛΓil=∕>≤[j] для всех ieL.

Действительно по определению
L = I i: ki = max { k1..............km } J ,

fj(xxk', .... x",k"∙) = uj ( 2 χl),
ieLоткуда немедленно следует это утверждение.2) Если в ситуации [2λ'] k множествУ N, добавляется еще один игрок, 

ieLто получается ситуация [x'], т. е. выигрыш игрока j становится uj (xi), jeN.Лемма 6. Если [2*']  - смешанная ситуация абсолютного равновесия, 
ieL 

то для любых i, jeL, i≠j, и любого q≡Ni выполняется x'> xj.
Я Доказательство. Очевидно нам достаточно показать, что xi>xj для

я наиболее хорошего х' с точки зрения q. Поэтому в доказательстве от противного допустим, что существуют такие j, JeL, s≠J и qeNs, что
x,<x1, xj>x'-, qeNs, ieL. (11)

чТогда 9-ый игрок вместо стратегии № должен применять ху, а по замечаниям 1) и 2) ситуация Į xiJ должна быть заменена на [xj]. Но в силу (11)
IeL√∑ x'j < u∏χ7)

ieLи [ Σ χf] не б*дет 1 "Равновесием- Противоречие.
ieL



318 А. И. Моркелюнас

Обозначим:
XL={x‘:ieL}.Лемма 7. Если Į ∑ xlj смешанная ситуация абсолютного равновесия и 

ieL
хотя для одного ieL существует qeNj, что xi j∙ х> для некоторого j ∈ L, 
i≠j, то:1) xlT)xi. i, j≡L∙,2) Xl⊂Λ'm.Доказательство. 1) Пусть существуют такие i, jeL, i≠j и qeNj, что 
xf^%x,. По лемме 6 x‘fiįxJ или x'>~xj. Если xi>-xj, то множество игроков*/
Nl и {?} может перейти к ситуации [x,]. Этот переход действительно возможен:

f^Niv∣,) ([ Σ χ,])s* (M),
HLпоскольку

⅛,.,([Σ^'))=(λ([Σ ■«'))■ ∙∙4.,([Σ^'])-
jeL jeL jeL

= ∙⅛<,)(M)∙ ∙r*eΛΓ<U {?}, *=1.  ..,p+l.
Следовательно, всегда:х'Я-хЛПоэтому очевидно также√~x' и xlfl~fljx'. (12)
Из леммы 6 и (12) следует, что

xl>xs, xi>x, для всех seL, qeNi∖J Nj. (13)
я «Если хотя бы для одного игрока qeNiV Nj имело место строгое предпочтение „> ", то игроки Ni ∪ Nj могли бы перейти к стратегии х1 (или xj) и ввиду (13) ⅛x, ( [ ∑ xi] ) ≤ FHp>Hj (М) • (14)∕≡LТак как (14) противоречит тому, что ( xi) — абсолютное равновесие, то для xs, seL:

∙∖∙l γi нял Xs
Л Nt∖}Nj ^ NiUNj Л (15)
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или, если положить L={l, то из (15)х1 ~ x2~ .. .~x' для Nl и Nj. (16)Для доказательства справедливости соотношения (16) для и Λfi допустим f'ε∆ противное, т. е. что существуют qeN∖(Ni и Nj) и s, teL такие, что

xs >-x', xs > xr для всех reL.

Другими словами (17)
Из (16) следует( Σ x') = u*<∙ χs)' k e N‘ u nJ∙

ieLПоэтому отсюда и из (17)
Fi NiυNj∖J{q}

Последнее неравенство противоречит тому, что x,j абсолютное равнове- ieZ.сие, так как игроки ΛriU Njυ {?} могут перейти к стратегии Xs. Значит:x1~xa~ ~x, для всех qeN∖(Ni и Nj).Объединяя (16) и (18), получаем:x1~ ~x, для всех jeN.

(18)
(19)Для доказательства 2) утверждения леммы допустим, что существует 

ysXL и у$Хм. № (19) следует:
(20)

Так как j>⅛A'm, то для любого хеХм неверно х у. Из того, что хеХм следует x<ky, ^=[^⅞^]∙ Поэтому из леммы 5 следует х >к у, а в силу 
(20): xf-k х'. Это означает, что существует такое М ⊂ N, | М | = 

ieL

= , для которогоM[∑ r])≤f"(W).
новесие. Поэтому y1u⅛=I1,
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Лемма 8. Если χ,] ~ смешанная ситуация абсолютного равновесия 
i&L

и Xl не является подмножеством Хм, то 1) x'> xi для всех i, jeL, i≠j 
и 2) n = lp∖ I, р - целые числа. 1Доказательство. Так как Xl не является подмножеством lrjlf, то по лемме 7 не существует qoNi и i, jεL, i≠j, что xl~xj∙ Отсюда по лемме 6 
xi>xi для всех i, jεL, i≠j.

niДля доказательства утверждения 2) допустим, что существует qεN∖ и Nl. Очевидно найдется такое seL, что: let^
xs > xr для всех rεL.9Так как по доказанному x,y-x1, s≠j, то из замечаний 1) и 2) следует, что 

n,игроки Nsυ {?} могут перейти к стратегии x,, так как
T,jvju∣9] ( Į ∑ χ,] ) ^Xu(<∕) ([χl])∙

ieLНо это противоречит абсолютной равновесности ситуации x,J. Значит: 
iεL 

n∖ U Ni = 0.∖ ieLЛемма 9. Если [ ∑ *']-  ситуация абсолютного равновесия и XLn Хм 
iεL

непусто и не равно Xl, то для x≡Xu x<k,-1*'  x,.

leLДоказательство. Так как по лемме 4 x∙%y Для всех x,yεXtr, то, не теряя общности, положим:
x=x,eXhn Xu-По лемме 8, так как Xl⅛Xm, то n = lp, √> У xi. Из леммы 3 сле- 

ni тТ дует, что
ιM,-1 ∣=min I к : ≥pl-k J =jp (Z — 1) = (7У\ 2V».

Пусть для хотя бы одного игрока y∈ΛΓ⅛,ΛΓ∣
х > ∑ χ,-

~ leL

Так как х >■ У .x', то отсюда и из (21) .n∣ ⅛
Fn∣uIJ) ([Σ>']) ≤z⅛(√) (M)∙

leL

(21)
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Лемма 10. 
равновесия, и 
равновесием.

Продолжение рассуждения приводит к противоречию. Значит,
х -< У х‘ и, тем самым, x<t'-1+1 У x,.АП V.

ieL ieL

Если хеХм, Λ'l∩‰=0, (jc") — ситуация абсолютногоx'>t'-1+1x, тогда f x,] не является абсолютным 
ieL ieLДоказательство. Пусть Į x,j — ситуация абсолютного равновесия. 

ieLРассмотрим два случая:а) не существует jeN, чтобы £ х' < х;

ieLб) существует j elf, что ∑ xl -< х.

IeLПусть имеет место случай а). Тогда:2 х‘ > х для любого JeN или £ xl ~ х.
ieL 7Отсюда, ввиду того, что (х") — абсолютное равновесие, всегда
∑ χi Ъ x∙ (22)
ieLИз леммы 8 имеем xr>xl, г, jeL, r≠j, n = lp. Следовательно:

",

x'>x, reL = { 1,...,/}, (23)
",так как в противном случае, скажем при xr -< х, для jeNr имели бы

j
i

uj{∑ χ,)=7 ∑ uj(x')<j∙luj(xr)≤uj(x)

ieL i = 1
И

∑xl<x∙

ieL jчто противоречит (22).Так как Į xij ситуация абсолютного равновесия:
ieL

/-1∑χ,> x- (24),.ι "∣¼В противном случае, если бы существовал jeN∖Nt, что:
-1∑ x < x∙ (25)

/ = 1 ~7. Математический сборник Х-2.
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то отсюда получили бы:
x' > ∑ x'> jεW∖W∣- (26)

J lGLДействительно, из (22) и (25) по (3) имеем7 ∑ ⅝W=⅝W.
ι=l

/ -I7∑T Σ ⅛∏≤⅛W∙
I =1Вычитая первое соотношение из второго, получаем
/-1 /-1τζr ∑ uj М ≤ 7 uj (x') → ∑ χ, < χl-
l-l .=l 7Из последнего соотношения по лемме 1 следует (26). По замечаниям 1), 2) из (23) и (26) получаем:

Fn∣uiji ([∑ *'])≤⅛U) (M)∙ (27)
leLПоскольку (27) противоречит абсолютной равновесности f x'J, то верно ιet(24). Поскольку (24) противоречит абсолютной равновесности (xn), так как в силу леммы 1 и (24):

( ∑ Jf + х) > х,

то в случае а) лемма доказана.б) Существует jeN, что ∑ х' < х.Тогда существует Mz⊂ N, что 
>=1

V x'>x, ∣H'∣≥p(∕-l) = ∣Λ∕,.l∣. (28)
. wДействительно, если бы было | Wr∣ <р (/-1), то для

V=N∖W, I V∖ = n-∖ W∖>pи
I

∑x'<x∙

/=1 Vпричем j∈K Отсюда следует, что игроки V имеют возможность перейтик ситуации [х] и ввиду χt < χ> jtV∙.
If√[∑ *,])≤-MW)∙

iεL
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Значит, (28) необходимо для абсолютной равновесности xi]. Но в силу 

IeL
∑ x' >t'->+1 x, следует утверждение леммы. 
ieL Объединяя леммы 8, 9, 10, получаем теорему.Теорема 5. Пусть [ £ x'J, где XlczXm, ситуация абсолютного равнове- 

ieL
сия. Чтобы не было ситуаций абсолютного равновесия [ xlJ со свойством

ieL'

Xl∙⅛Xm, достаточно, чтобы для ∣ L' ∖ = l'=^-, где !' p, п — 
выполнялось условие £ χi >* ,'-t+1 х, хеХм.

ieL'

целые числа.

Доказательство. Из леммы 8 следует, что ситуациями абсолютного равновесия могут быть только такие L' ⊂ {1, m}, когда n = l'p, п, Г,

р — целые числа.Из леммы 9 следует, что если Xl∙⅛ Хм и Xl∙ ∩ ‰≠0, то для абсолютной равновесности Į £ xi] необходимо x, >t''-ι+1 x j-∣0 последнее невоз- 
ieL’ ieL'можно в силу условия теоремы, и [ *,] - не абсолютное равновесие.

ieL'Так как для f то по лемме 4 для всех х, yeXL, х%у. Оче-
ieLвидно отсюда, что (x,"), ieL также будут абсолютными равновесиями и 

xieXu. Ввиду этого, из леммы 10 заключаем, что Į ∑ x'], где Λ,l-∩ Xm=0, 
ieL-

не является абсолютным равновесием.Теорема доказана.Теорему 5 можно сформулировать и так.Теорема 5'. Пусть хеХм, | ⅛l = l и (xn) — абсолютное равновесие. 
Для того, чтобы не было ситуаций абсолютного равновесия, отличных от [х], достаточно, чтобы для | £' ∣=Z' = ^, Г, n, р — целые числа, выполня

лось условие ∖ x,>*''- 1+1x.
IeL'Теорема 6. Пусть | Хм | = 1 и п — простое число. Тогда:а) если п>т, то ситуациями абсолютного равновесия могут быть 

только [х];б) если mįn, то ситуациями абсолютного равновесия могут быть [х] или Į 2 *']∙  г&е I L∖-n∙

IeLДоказательство, а) п> т. Из леммы 8 следует, что если x'j- ситуа- 
leLция абсолютного равновесия, то n = lp (l= ∣ L |). Но ввиду того, что число п простое и п>т, равенство п = 1рв целых числах возможно только при Z=∣ L | = 
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= 1. Отсюда в силу теоремы 1 ситуациями абсолютного равновесия могут быть только [х].б) n≤zn. Здесь равенство n = lp возможно при Z=∣L∣ = 1 и /= |£| = л. Отсюда следует б).В случае n≤m теорему 6 можно уточнить.Теорема 7. Если [х] — ситуация абсолютного равновесия, m^≥n, п — 
простое число, ∣ Хм | = 1, то кроме [х] абсолютным равновесием может 
быть только Į £ x'], где XLn {x} = 0.ιεLДоказательство. Пусть xiJ - абсолютное равновесие и xeXL. Из 

ieLлеммы 8 следует, что ∣ L∣ = π, xi>ixΛ i,jeL={l, ... n}, i≠j. Пусть, дляоп- ределенности x=x1. Тогда
2 х' < x1 = x. (29)

I -I 1Из абсолютного равновесия (х") следует, что существует Jte√V∖{l}, что:Л∑*'< x- (30)I k
пВ противном случае, если У xi > х, что противоречило бы абсолютной Y N∖<l)равновесности (л"), посколькул *'])>-F>∖(.) (И).

Но из (29) и (30), ввиду ∣ Nj ∣ = 1, J=l.............. п и замечаний 1), 2) следует,что игроки {1} и {fc} имеют возможность перейти к ситуации [х], посколькуЛf(i)4(*>  ( [ ∑ *']  ) ≤ f<!)u(4 (И)-1Из теоремы 7 получаем.Следствие. Если т = п, I *м  | = 1, л — простое число, то абсолютнымЛ
равновесием может быть только одно из двух: [х] или [ ∑ x,J .1-1Доказательство немедленно следует из того, что по теореме 6, если x,J — абсолютное равновесие, то x∈{x': ιeL} = Λr={x1..............x",}. Отсюда

lεL ппо теореме 7 [х] и f £ χ,] абсолютными равновесиями одновременно быть не могут. 1Замечание. Все сказанное о существовании и единственности абсолютного равновесия применимо и к случаю, когда групповой выбор „наилучшей" альтернативы проводится следующим образом:
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1) Стратегии каждого игрока jεNξj принадлежат zn-мерному симплексу

т⅛=(ξj................ξ>θ. ∑ ¾=ι, √= 1,(=1и могут быть интерпретированы как распределение голосов игрока между чистыми альтернативами х1, .... xm.2) Функции выигрыша определяются так:Λ(ξχ. . U= тхт ∑ J=1’
^={^Σ3 = ∏≡ Σ^}-

* J=l J = lВ конце хотел бы поблагодарить Э. И. Вилкаса за советы и исправления. Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 15.VΠ.I969
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GRUPINIS PARINKIMAS IR PUSIAUSVYRA

A. MORKELIθNAS

(Reziumė)„Geriausios“ alternatyvos parinkimas paprastos daugumos būdu interpretuojamas kaip loši*  mas. Įvedama absoliučios pusiausvyros sąvoka, kuri apima pusiausvyros Nešo prasme ir efektyvaus taško sąvokas. Parodoma, jog absoliučios pusiausvyros egzistencija susijusi su nedominuojančių pagal daugumą alternatyvų egzistencija,
SOCIAL CHOICE AND EQUILIBRIUM

A. MORKELIŪNAS

(Summary)The choice of “the best alternative“ in a way of simple majority is treated as a game. Absolute equilibrium concept which includes equilibrium according to Nash and optimum according to Pa*  reto is introduced. The existence of the absolute equilibrium is bound up with the existence of such alternatives which are not dominated by the majority.




