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НОВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ ЭРДЁША-ТУРАНАА. А. ЮдинПусть на полуотрезке [0,1) задано Р чисел
o⅛, a2, ..., ap.Обозначим
¾>(') = ∑ i-tP

ak⅛tи
R = max i Rp (t) .

o≤r≤ iДалее, для некоторого целого к обозначим
Sk=∑ <rdk'>-

1Нижеследующая теорема была установлена Эр дёшом—Тураном [1], которые дали ее доказательство на основе теории ортогональных многочленов, более элементарное доказательство было дано А. С. Файнлейбом [2]. В этой статье мы изложим новое доказательство этой теоремы.
Теорема. Пусть N — любое натуральное число. Справедливо неравенство-.

к=\
где z-(1^^τ)min(1' ⅛)∙Доказательство. Лемма 1. Справедливо тождество:

1
Sl=-2πik[ RF(t)e2”Mdt.

оВ самом деле ясно, что5t = f etπlkrd( ∑ l) = e≡"'*'(  ∑ l)∣l-2πffc f ( ∑l)e2"'t'Λ =
0 ' βf∙≤r ' ' <x7∙≤∕ ' ,0 Q ' <xz∙≤r '

1 1=P-2π⅛ f ( ∑ l]e2"k' dr = -2πik f (∑ I -Pt∖ e2∙'lk'dt,
0 ' a∕≤' 7 0 ' aJ* ζt 7

9*
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то-есть, что i
Sk=-2πik [ Rp(t)e2"lt'dt.

ОЛемма 1 доказана.В силу леммы 1
1

j f Rp(t)e*"<'dt ∖≤^ 1½1.
оУмножая это равенство на величины ∣ ск |, где ск мы выберем позднее, и складывая по индексам k= ± 1, ±2, ..., ± (М+1), получаем

1 N+1

2' I f Rp(t)cke**'dr^±  X ∣⅛∣ηr∙ (!)
∣⅛∣≤N+1 0 k=-(N+V)Мы будем выбирать ск так, что | с_к Į = | ск |: гьиду ∣ Sλ | = |S_ k ∣ nut м

1 tf+l2' Į f Λ,(r)<v*"*'Λ∣≤i  ∑ l¾lj⅛i∙
l⅛f≤N+l 0 1Отсюда мы получаем

i 1

fxp(t)( ∑' c,e≈"i4')<fc ∣≤ ∑' j f Rp(l)c,et*ktdt∖≤
0 ∕c∣≤N+l ,Λ∣≤N+1 0

π N+ 1Σ ∣^∙
fc-=l

(2)
Пусть ψ (z)—некоторая вещественнозначная функция такая, что ее ряд Фурье +®ψ(0 = <⅞+∑' ake2*ik'сходится абсолютно. Обозначим σκ+1 (t) фейеровское среднее N-ой частной суммы Фурье функции ψ (г). Положимes = ¾(1- -JL).Тогда из формулы (2) получаем, что1 у

j f *p(θ(ΨW →o + (<⅞r+ιW-ψW) <*∣≤6 '
1 IОтсюда следует, что

I f ⅛(r)(ψ(r)-c,)<ft∣≤l ∑ ^(1-7Aγ)⅛! +
0 1+ | f *Р  (0 (ψ (0 ~ σN+l (θ) dt I •

0

(3)
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Обозначим

1

Ω= j*  Rp(t) —
6За ψ (г) возьмем Виноградовский стаканчик ([3], стр. 26С) интервала (α, β). Известно, что

D d d+Δ p-Δ β /

α0 = β — а — Δi<⅛∣≤min(2(β-а), .Пусть ⅛.ω- Σ (∣-,⅞)^"-τ⅛C'∙X'l')∙-
∣r∣≤N+lТогда, как известно, из теории рядов Фурье

°κ+ι(t) = j ψ(ξ∏,,+1(ξ-O<∕ξ.
оСледовательно,

ω=∣ f ^p(r)(ψw-σw+1(r))dt∣=∣ f ⅛ω(ψω-
о о

1 all-∫ψ(ξ)xw+1(ξ-z)<∕ξUI = ∣ f f Λp(θ(ψω-ψ(ξ))^÷ι× 
о 'об×(ξ-r)<∕ξΛ∣.Здесь мы использовали соотношение, что для всякого t

f ‰1(ς-r)<∕ξ=ι.
ОРазобьем единичный квадрат плоскости (ξ, t) t/(2) на части. Через D обозначим ту часть в С7(2), для точек которой выполнено хотя бы одно из четырех неравенствα≤r≤α + Δ, β≤∕≤β-Δ,a≤ξ≤a + Δ, β≤ξ≤β-Δ.
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Через D1 обозначим множество точек, для координат которых выполнено неравенствоα+Δ<Z<β-Δ, 0≤ξ<a.Через Z>2 обозначим множество точек, для координат которых выполнено неравенство Iβ<f≤l, a+Δ<ξ<β-Δ.Через Z)8 обозначим множество точек, для координат которых выполнено неравенствоa+Δ<r<β-Δ, β<ξ≤l.Через Р4 обозначим множество точек, для координат которых справедливо неравенство0≤∕<a, a+∆<ξ<β-Δ.

Рис. 2

Множества D1, D2, D3, D не пересекаются. Обозначим через D дополнение до единичного квадрата множестваD1UP2∪β8uD4uD.На D ψ (t)-ψ (ξ)=Oj налкаждомиз множеств Z>1, D2, D3, D4 разность ψ (t)- —ψ (ξ) сохраняет постоянный знак и по модулю равна 1, на D (ψ) (/) — ψ (ξ) ∣ ≤ 1. В силу этого41
ω≤Σ I f f Λ,w‰>(ξ-orfξΛ∣+ f f Į Λ,ω∣ ‰1(ξ-orfξΛ.1 Di "■ ЪОценка интегралов no D1, D2, D3, Di производится аналогичным образом, поэтому проведем ее только для D1. Мы имеем

a β-Δ.j f f ∙¾*(0  ^+ι(ζ~ О ∣≤∙R f f ΛΓλz+1 (ξ-r)<∕ξΛ =
D1 0 a + Δ
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(sinπ(ΛΓ+1)(ξ-Q)^

(sinπ (ξ-r))

1 Rsin8π(ξ-r) ^λ≤4(W+1)

a β-Δ= ^Γ.( f
0 a + Δ 

a 0-Δ≤^τ∕ f
О a + Δгде (t — ξ) - расстояние от t-ξ до ближайшего к нему целого числа

∣
ι-(r-ξ),! ξ≤z-j,1
t-ξ, r-∣≤ξ(первый случай может быть только при *>y)∙  f∏P∏ t½⅛

f _ Z с dt,
J '(r-ξ)8 J (1—r+ξ)8 + J (r-ξ)8 =0 0 _1t 2_!__2 + —!______1 < 1 I 1l-r + Г-a l-r 1-Г + r-a(если a≤r--i, то будет лишь интеграл

i
a t 2f-..⅞ ≤ f _ ∖

J^(l-r + ξ)8 J (1—r+ξ)8∕
О : ОНо, 1-∕≥Δ, ∕-a≥Δ.Значит, f -⅛-≤2
J (∕-ξ)2" Δ ∙
оПри r≤
f <*>  < f _ 1 1
I (r-ξ)8^J (r-ξ)> r-a Г ∙

о оНо, на D1 t-a≥∆, и поэтомуf ^L≤-L
I (t-ξ)∙'' ∆ 

оОтсюда
R

4(N+∖)

« 0-Δ _ 0-Δf f 1 JE А < R f dt — R®~ oc~2δ)I J (r-ξ)≡ dζ0‰^+l) I at~ 2Δ(ΛΓ+1) ’ 
0 α+Δ a+Δчто нам даетI ff Rp(t)K^-t)d^Λ ∣≤¾^. D1 (4)
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Теперь оценим
∫∫ ∖ Rp(t)∖Kll+1(ξ-t)dξdt∙ 
DОценим это выражение лишь на одной полоске, на остальных оценка производится аналогично:

I f f f j κfl+1(4-∣)dξdt-
a 0 a] 0

a+Δ= R∣f A = RΔ.
Подставляя оценки (4) и (5) в неравенство (3), получаем

I j R,(∕)(ψ(O-⅛)Λj≤
О< 1 γ, ∣Sfel /1_____к i a i i 4ДБ i о Д(β~tt~2∆)≤π 21 к ∖1 tf + l lflfc ∣ + 4δλ + 2 ∆(tf+l) *

1 Į S к Į f i _ к ∖ ∖ak ! 2Р
Ч Z к \ ЛГ+1 ) τ s(W+l),

fc=l

(5)

(6)
Заметим, чтоc0=a0=β-a—2Δ+Δ = β-a—Δ.Обозначим η=a + Δ, β-а—2∆ = τ,

τ=h^-, ∆ = s у , где O<A<1, 0<s<j.Деля неравенство (6) на г, мы получаем]
I 2 jr,wλ+-L f R,(r)ψ(∕)A+l f Rp(t-)^(t}dt-

п η-Δ η+τ

-(1 + 7) f r^λ
о

4ΔjR8 1 IS к I /1 _ к \ Į ак\ . 2Р
τ π ∑J к ∖ W+l ∕ τ s,(Λr+l)'Так как на [η-Δ, η] и на [η + τ, η + τ + Δ] 0≤ψ (t) ≤ 1, то

TJ⅛ _ η + τ + Δ

1∫ R,ωψ(<)Λ∣≤^-. I f Rp(f)ψ(∕)Λ ∣≤^. 

η-т 7) + "Выходит, чтоI A f Rp(0Λ + ^--(l + ÷) f R,(0Λ∣-4 ^-≤
η О ; ΘI ≤ 1
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η+τ 1

I 1 f Λ-(l+{) f Rr(t)Λ ∣-4∣2j≤
η О

<1 V ∣5⅛∣ I] k ∖ ∣fl⅛∣ I 2pxπ Zj k 11 W+l ) τ s(N+l)'
1Так как

1

Į f Rp(t)dt ∣≤Λ,ото
η + τ 1

∣2 f Rp(t)Λ- f Rp(t)dt∖-½R⅛
η 6

W+I<1 V l5⅛∣ I]___ k ∖ ∖ak∖ 2Р"' π 2-J k ∖ W+l ∕ τ s(Λr+l)'
1Ввиду оценок коэффициентов Фурье стаканчиков И. Μ. Виноградова, имеем

и, значит,
η+τ 1∣± f Rp(t)dt-f Rp(t)dt∖-⅛R≤
η О

4 Σ ⅛⅛÷ ⅛)+⅛)∙ ω 

⅛=1Наша задача состоит в том, чтобы, пользуясь произволом в выборе η, оценить снизу выражение, стоящее в правой части формулы (7), которое от η не зависит.Нам удобнее вместо расположения точек на полуотрезке [0, 1) располагать точки на отрезке [0, 1]. Наряду с расположением точек α1, <. ., ap, которое обозначим через 2Rp, рассмотрим расположение 2Rp, образованное точкамиl-a1, ..., 1-аР.Если через Rp (t) обозначим изучаемую нами функцию для расположения 2Rp, а через Rp (t) — функцию для расположения W⅛, то справедливо функциональное уравнение
Rp(t)=-Rp(l-t)(с заменой непрерывности слева на непрерывность справа). Согласно этому^ замечанию мы всегда можем ограничиться расположениями, у которых 1

1

∫ Rp(t)dt≥O∙,о
10. Lietuvos matematikos rinkinys, IX-4 
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если это не так, то вместо расположения перейдем к расположению 9L∏p, для которого величины R, ∣ sk | остаются теми же, а интеграл
1

/ rp (0 dt
оменяет знак. Итак,

1

f Rp(t)dt≥O.
оРазберем два случая. Первый случай — легкий — это случай, когда среди значений Rp (ti), для которых ∖Rp(ti)∖=R есть отрицательные, пусть 

Rp(t0)=-R. Возьмем за η=∕0-τ. Мы имеем
⅛ h

1∫ Λp(t)Λ≤7 ∫ (p(⅛-0-λ)a=-λ+^=-a(i-∣)<o. 
t0-τ tβ-τТаким образом,

1 t0 1 Го

∣∫Λp(r)Λ-l f Rp(t)dt∣ = f Rp(t)dt-± f jR,(r)Λ>Λ (1-∣) - 

О t0-τ о t0-τМы имеем.(1-A 2РJ≤π∑l⅛ (1 Λr+ι)mιn(3' m)+√Λ^+l)'

Возмем
N+1

1
s-126 •

378Р
W+1 '

1

В этом случае теорема доказана.Второй случай более трудный: это случай, когда для всех значений ti, где модуль Rp (t) достигает своего максимума Rp(ti)>0. Пусть Rp (t0) = R. Возь- 
1 Л 1мем за η значение t0, а за т=% — , т.е. A=y . Ясно, что

f0 + τ t0 + τ1 f Rp(t)Λ½± f (R-(t-to)p)dt = R[l-±)>O.
to t9Величину γ определим с помощью равенства

1

f Rp(t)dt = ∙γR, 0≤γ<l.оМы имеем
tβ + τ 1∣A f Rp(t)dt-f Λ,(t)Λ∣-⅞ κ≥Λ(l-4-γ-⅛) = Λωl.

to ö
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Теперь выберем за t0 точку 1 — τ. Если

11 f ∕⅛(0<ft≤0,
Г—τТО

1 1I ∫ jR,(0A-∣ f Rf(t)dt ∣≥γjR.
6 l'-τЕсли

14 f Rr(t)dt>O,
l-τто так как Rp (1)=0 и Pp(∕)≤P(l - t), то

14 f ∕⅛(f)<ft≤∣
1 —τИ

1 1I f Rf(t)dt-± f ⅛(0Λ∣⅛γΛ-∣>Λ(γ-∣).
6 1—τВ обоих случаях

i 1|4 f Rp(t)dt-f Λ,(0A∣-⅞Λ>Λ(γ-∣-⅜) = Λωs.
1—τ ОМы имеем . 1 , 14$ω1 + ω2= 1 .Следовательно, беря

h = 15Ö (a≡2^)*мы получаем, чтоl 61 ωι+ω2≥15θ ,и, значит, ∕ 61 1 max(ω1, ω2)≥5δθ>5 .Итак, во втором случае
l¾∣ 1 , 6∙10∙P— z*+-jvTΓ∙или

N+IΛ≤5 2
1И в этом случае теорема доказана.При доказательстве теоремы мы не стремились получить наиболее хорошие константы, они могут быть сделаны значительно меньше, что требует громоздких элементарных выкладок.Владимирский педагогический Поступило в редакциюинститут 26. УШ. 1968

10*
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ERDIOŠO —TURANO TEOREMOS NAUJAS ĮRODYMASA. Judinas
{Rezium∖e)Erdiošas ir Turan as įrodė vieną iš stipresnių Veilio kriterijaus tolygiam pasiskirstymui kokybinių formų. Šiame [straipsnyje pateiktas elementarus Erdiošo—Turano teoremos įrodymas.
NEW PROOF OF ERDÖS-TURAN’S THEOREMA. Yudin
{Summary)Erdos and Turan proved one of the strongest quantitative forms of WeyΓs criterion{of uniformly distribution. In this article we give elementary proof of Erdos—Turan’s theorem.


