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ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ СУММ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 
СВЯЗАННЫХ В ЦЕПЬ МАРКОВА. ПВ. А. Статулявичюс
§ 2. Переходные характеристические функцииПереходной характеристической функцией fk (ω, А) случайной величины 

Xk будем называть функцию
fk(t, ω, A) = f ei,xk^∙Pk (ω, dω), со ∈ Ωk~1, √4∈∙¾.

АОчевидно, что fk (t, со, А) является:1) равномерно непрерывной на всей прямой функцией / при фиксированных 
А и со;2) комплексной обобщенной мерой на а-алгебреЭД при фиксированных t и со;3) ∙⅞-1 -измеримой функцией от ω∈Ωk.1 при фиксированных t и Ае&\ Кроме того,

fk(t, ξ(fc-i), ¾)=Λt(f∣ξ(fc-i)),
Λ(0. ω, Λ)=Pt(ω, Л).Переходную характеристическую функцию суммы Ski определим как 
fu(t, ω, A) = [∙∙∙f f e''(x*+O ω*+ι ,+ ∙ +x'<ω'>)× ω⅛+1 ω∕-i a×Λ+ι(ω> ^ω*+ι)∙  , ,-P∕(ωι-ι, c∕coj) =
= ∕ fski {t I ξ (к) = со, ⅛)pkl (ω, c∕col), ω ∈ Ωk. 1, Ae^l.

АОтсюда следует основное равенство
fki(t, ω, A) = [ fks (t, ω, cZω)∕s√∕. со. А), (2.1)⅛справедливое для любых 1≤∕c<j<∕≤λ.Еще введем
f1(t, A) = f e'∙x^P1(dω),

А

М, Λ) = f fl (t, dω)fu(t, ω, А)Очевидно, fsn(t)=fn(t, Ω).
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Пусть Мк - линейное пространство обобщенных комплексных мер μ, заданных на ¾ с || μ ∣∣=Var ∣ μ ∣ < ∞. Рассмотрим линейный оператор Ut

(U,μ)(A) = f f∣l(t, ω, Λ)μ(<∕ω)
ΩΛ-1отображающий Λfλ.1 на Мк.Тогда для нормы оператора N (Ut )=sup ^∣^∣∙,∙ справедливо соотношение

N(Ut) = sup∖∖f(t, ω,∙)∣∣.
ωДействительно, всегдаИ σtμ∣∣≤sup∣∣∕(r, ω,∙)∣∣ ∣∣μ∣∣,
ωа если μ0 вероятностная мера, сосредоточенная в точке ω, то || μ01∣= 1 и σ,μ=∕(r, ω,∙).Аналогично определяется Uψ∙l∖ 1 ≤fc<Z≤n. Имеет место равенство

Uψ>r> = Uf∙s'∙U<s∙l∖ 1 ≤k<s<l≤n,которое следует из (2.1).На σ -алгебре ⅛x⅛ рассмотрим обобщенную комплексную меру vkl (/, 
х, У,,), обладающую тем свойством, что для любого измеримого прямоугольника A×B, Ae^l, Be^1

Kι(t> У> A×B)≈fkl(t, x> Λ)∕kl(t, У. В)_

-fki(*,  У*  Λ)fkl(t, х, В). (2.2)Ее норму определим как^-Var∣ vju (/, х, j,∙)∣.Автором доказана следующая лемма [45].
Лемма 1. Для любых значений параметра t справедлива оценка

isupl∣vw(r, х, j,∙)∣∣≤ 2 (1—¾), l≤fc<Z≤n, (2.3)
x∙y J=k+l

где l-⅛ = 4 sup f f ∣Pk(x, rfω)Pfc(y, <Zω)- 
xenk.l,yenk.l Jk ωλ

-Bk(y, ^ω)Bk(x, <Zω)∣>l-o⅛, к = 2, 3, ..., n.Мы будем пользоваться следующей лемой.
Лемма Г. Если существуют моменты М ∣ Arjk ∣r (r≥l), &=1, 2, ... л, то _ i 1—з + — —

в интервале 111≤3 r∙B~l∙Lrnr для любых l≤k<l≤n имеет место 
неравенство

-LaSn∖l-k)sup∣∣vfcl(r, х, y,∙)∣∣≤e
х.у

(2-4)
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Доказательство. Пусть k<s<l. Из определения vkl следует, что¾s(Λ х. У, A×B)≈ -vk,(t, х, у, B×A).Следовательно, согласно теореме Хана, пространство. Ωs × Ωa можно разбить на непересекающиеся измеримые множества Exyt Gxy и Hxy так, что vfcs (/, х, 
у, A× В) =0, если А × BeGxyt А∈^ξ, В e0rs, а Exy и Hxy определяются так, что (ω, ω)eHxy, если только (ω, ω)∈Esy. Учитывая это, находимvfcl(r, х, у, A×B)= f f vka(t, х, у, dω, dω)×⅛ \×Λι(Λ ω, A)∙fal(t, ω, В) = f vks(t, х, у, dω, dω)×

Е*у

×fsι(t> ω, A)∙fal(t, ω, В) —

- ( vks(t, У, d<*,  dω)fsl(tt ω, A)fal(t, ω, В) =
Е*у

= [ vks(t∙ х> У» dωt dω)val(t, ω, ω, A×B)
Е*уили sup II vkl (г, х, у, ∙) II ≤ sup II vka (t, х, у,-) l| sup || val (t, х, у, •) ||, (2.5)

х.у Х.У х.утак, как ∫ ∣vks('. х> У> dωt <∕ω)∣ = ^- [ f ∣vfcs(t, х, у, dω, dω) |,

&ху αs ⅛со гласно определению Exy. 'В случае s=l— 1 находимsupili, х, y,∙)∣∣ = ∣ [ f ∣e"(jr<w+jr<ω,)∙(p,(x, du)Pl(y, Λ>)-

*'y αι aι

-Pl 0,. du)Pl (X, <fo)) | =после чего из (2.5) выводим (2.3).Для доказательства (2.4) положим~5=/-^)+1J. Имеемl∣v,ι(', X, Λ∙)ll ≤y I f IΛ∣(X. dω)Pa(y, dū>)~
а, а,

-Psl(y, dω)P,l(x, <β>)∣ + Θμ∣M∣‰∣≤≤sup [ ∣P,∣(x, Jω)-Pj∣(y, <Zω)∣ + Θ∣,∣M∣¾∣≤p2 , (2.6)о,так как suP f I-Р»(X, dω)-pa(y, rfω)∣ = 2(l-as∣)≤
≤2e^* w<'^* , ≤2e-≈<∣
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и 1 z оГ-1 1 .1
∣∕∣M∣‰∣≤lr∣(M∣Stl∣')' ≤l'l (-j⅛=i ∑ M∣¾∣')r≤

√=*+l

г-1 2≤∣t∣3 ' ∙B,Zτn≤⅛∙Разбивая интеграл [к, /] на куски длиною [įpn + 1] и используя для них оценку (2.6), из основного неравенства (2.5) получаем доказательство леммы Г.
§ 3. Основные леммыЛемма 2. Пусть задана цепь Маркова ξ (t) с тремя моментами времени 

t = 1, 2,3, пространствами состояний (Ωt, ^), начальным распределением 
вероятностей Р (Л) и вероятностями перехода Pkl (ω, А), k<∕, к, 1=1, 2, 3.

Пусть на Ω2 задана -измеримая случайная величина X, имеющая ко
нечную дисперсию.

ТогдаMD{Xl^l×^8}>^α18α88DX, (3.1)
MD{ X∣^ι×^}>⅛MD{X∣Λ}. (3∙2)
MD{X∣^1} >¾,DX, (3.3)MD{XI^8}>⅛,DX, (3.4)

где akt — коэффициент эргодичности переходной вероятностной функции 
Pkl (ω, А).Доказательство. Оценка (3.4) получена Р. Л. Добрушиным [15]. Нам следует доказать неравенства (3.2) и (3.3), так как (3.1) является следствием последних. Заметим, кроме того, что оценка (3.3) является далеко не простым обобщением (3.4), так как обращенная цепь Маркова может иметь совсем иную эргодичность.Пусть mω -медиана случайной величины X относительно распределения Р12 (ω, .) и∕fω = {ωι Ar(ω)≤wω},

Hω = Ω2∖Hω.Пусть ω ∈ Ω1 — такое состояние, чтоD{ A,∣ξ(l) = ω}< оо.Так как D { X∣ ξ(l) = ω} ≤ M {(X—mω)*∣ξ(l)  = ω},то для определенности допустим, что
f [X(⅛)-mJpω(ω. rfω)>J D{y∣ξ(l) = ω}. (3.5)
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ПоложимMω,s = M{X∣ξ(l) = ω, ξ(3) = ω},Ω3 = {ωcMωι ~ ≥wω }, Ω3 = Ω3∖Ω3.Очевидно, что Λfξ(i)j Ę(3) является ⅜ × ⅜ — измеримой и Ω3, Ω^∈Jr3. ИмеемMD { X∖ ξ(l) = ω, ξ(3)} == MM { (X-Λ∕ω,ξ(3))21 ξ (1)= ω,ξ(3)}≥Z1 + ∕2, (3.6)
где

71 = f { f (y(ω)-^ω,ω) A2(ω, Jω)P23(ω, dω) +

ω2 *ω+ (-^ω,ω-'Wω)2 f A2(ω, <Zω)P23(ω, dω) I
и

∕2 = f f (ω)-Mω,~yP12 (ω, cZω)P23(ω, dω) ≥∩i ω≡> f f (^(ω)-wωj2P12(ω, <Zω)P23(ω, dω) =Ω g Hm

= ∖ ^X(ω)-mωj2P23(ω, Ω3)P12(ω, dω). (3.7)
iiωДалее при Ae^r3, согласно определению Hω имеем

f Λ2(ω, t∕ω)P23(ω, A) =

= P {ξ(3)∈Λ ∣ξ(l) = co, ξ (2) ∈77ω } ∙P12 (ω, Hω)≥≥Pξω{Λ∣ξ(l) = ω, ξ(2)∈ZZω }P12(ω, Hω)."Следовательно,Z1> f I f (x(ω)-Mω,>Ypi2(ω, dω)P23(ω, dω) +ω≡ Ч+ (ΛZω, ω-"iω)2 f Λ2(ω, <∕ω)Pξ(3) {Jω ∣ ξ(l) = ω, ξ(2) ∈PPω}}≥ 
Hω

f [x(ω)-mωJ j f min∣P23(ω, <Zω),ям l ω3z lPę(3) { Jω(ξ(l) = ω, ξ(2)∈7∕ω}∣ P12(ω, dω)t (3.8)
так как (r(ω)-Λ∕ω.-)2 + (Λ∕ω,5-mβ)∙> j (%(ω)-ma)*.
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Объединяя (3.7) с (3.8), получаем
A+4>(4 inf f ≡{^23(ω'. ^ω), P(ω*,  dω)} )× 

'2 ω',ω'eΩ, fJ, '»
× f ~mωj2P12(ω, √ω),

Hiüчто вместе с (3.5) и (3.6) даетMD{X∣ξ(l) = ω, ξ(3)}>4 *√D{X∣ξ(l)  = ω}
ИЛИ MD{X∣Jf1×^,}>4 o⅛MD{y∣⅛f1}. (3.9)Пусть m — медиана случайной величиныy=M{y∣Λ}, ff={ω∙. y(ω)≤m}, H={ ω: y(ω) >т }.Очевидно, что Y является — измеримой и Я, Так как DM ×х {XI ⅛≤M (У-m)2, то как и раньше, не нарушая общности можно допустить, что∫ (r(ω)-mjaP(<∕ω)>∣DM{XiJ≈rι}, (3.10)Яибо в противоположном случае доказательство аналогично. Положим∩2 = { ωι Ar(ω) ≥ т }, Ω2 = Ω2∖Ω2.Имеем MD{y∣Λ}≥Λ + ∕tt (З.П)где Λ= [ { f (r(ω)-y(ω)Vp(Jω)P12(ω, √ω) +и+ (х(й>)-т)’р(Я)Рес)(<^|5(1)вЯ)}>≥'√(y(ω)-m)2( f mi∏∣Pι2(ω, <fω). Pξ(2)(rfω ∣ξ(l)eH))∣P(<∕ω)),

Λ= f ( (γ(ω)-X(ω))ajP(dω)Pil(ω, dω)>
Й' «1 '

> [ {γ(ω)-mj2P12(ω, i⅛)P(dω)

нили Λ+Λ>T (inf f min{P12(ω, <∕ω)P12(ω', <7ω)}]×'ω'ω* Ωβ
× f (у(ω)-г«УP(dω).

нОтсюда, c помощью (3.10) и (3.11) находимMD{X∣A}>∣o⅛,DM{X∣Λ}.
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Кроме того,

DX=DM{ X∣^1} + MD{ X|Ą},следовательно,
MD{X∣Jr1}>-∣α13DX. (3.12)Из (3.9) и (3.12) следует справедливость леммы.Оценка fZn (t) вне интегрального интервала или вне интеграла асимптотического разложения обычно сводится к оценкам условных характеристических функций, вида

М ∖fγ (t I ¾r1 × <⅞) |, где Y определена на Ω2 и <f2 - измеримая.Далее, всегда в Z>≤l--(1-Z>2), поэтому M∣∕r(r∣^×^3)∣≤exp∣-l-(l-M∣Λ(r∣^1xX3)∣≈)∣.Если дисперсию случайной величины, принимающей комплексные значения, определить так:
DZ = M∣Z∣a-∣MZ∣2 = D{ΛeZ}+D{ JwZ},то тогда, очевидно, утверждения леммы останутся справедливыми, если вместо X поставить определенную на Ω2, - измеримую функцию Z.Имеем1 -MJ∣Λ (t IЛ × >3) ∣2 = MD { eitγ i Ą × ^r3},и аналогичноMD{e''η A}=l-M∣∕y(r∣A) I2» D^=l-∣Λ(r)∣a.Следовательно, из леммы 9 мы можем вывести следующее

Следствие. Имеют место оценки:1 -M∣∕r(rl⅛×^3)la >^o⅛3α33(l - ∣∕(Zr) ∣2),1 -M∣Λ(∏ ⅛×⅛)∣a>^(l-M∣∕r (<∣∙⅛l2).
Лемма 3. Имеют место оценки

D 5*+ι,  ι-ι ≥ MD { Sk i Į ^rk × } ≥/_ 7-ι> θ4 2 akj min {apa√+ι} D¾, (3.13)
J=k+ 1

Г Г/_ПMD{‰∣A×Λ}>-2gp ∑ mm{¾a,+1}MD{X,∣^}. (3.14)y=fc+lДоказательство. Положим
mki = M {⅞ IΛ × }, 8kl = Sιa — mkl.Очевидно,
DM{Skl\Ąx^} = Dmkl,

MD{Sw∣Λ×^} = D⅛.
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Случайные величины δkp и mkr+Sr+lι t условно не коррелированы относительно а-алгебры X× Jjj, так как М (δkr ∣ ⅛)=0 с вероятностью 1
М { δkr | Ą × ^p} = О,а следовательно, в силу марковости, иM{δjkr∣Λ×⅛i} = 0с вероятностью 1, а mkr+Sr+lt t является ^kx^kl -измеримой. Поэтому 
MD{Skl∖⅛x⅛} = MD{Skr∖⅛x⅛} ++ MD{mkp + Srj∣¾×<⅛}. (3.15)Положим г=1—2 и оценим снизуMD{mktb2÷Sj-2ι11 &к х ^ι} == MD { wk z.a +Arz.11 ⅛ × J⅞} (3.16)с помощью соотношения (3.2) в случае X=mkt-2+X∖-1. Находим+ + (3.17)
MD{¾,i.2∣⅛}<^MD{X1.1∣¾},β=l∕2-l, iто в силу неравенства∣MD{mt,1-, + y,.1∣Λ}-MD{m4,,..l<}-
-MD{Xl-1∣^t}∣≤2MD≡ {mt.,_2|^}Df ‰∣Λ}≤≤2]∕ MD { mk' z_21 &k } MD { X∣-11 ^k } ≤≤ 2αMD { X1-11 Pk },находимMD { rakj-2 + Arz-11 <^⅛} ≥ (1 — 2α) MD { Arz-11 &k }или MD{mk,z,2+Xi.1∣⅛×⅛}>⅛-flαzMD{Yz.1∣Λ} (3.19)согласно (3.17).Если же (3.18) не выполнено, тоMD{wk,1.2j⅛}≥a2MD{X,.1∣<⅛}и, действуя так же, как и при выводе (3.17), находимMD { Wkj-2÷ ^3-ι I × ∙^Γ-ι } —= MD {mt,ι-2∣A× ∙⅛-ι}> 4 ≈i-M-imd {",*. i→∣∙⅛} >>4aι-1MD{ X,-l∣⅛}∙ (3.20)
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Из оценок (3.19), (3.20) и соотношений (3.15), (3.16) вытекает, что имеет место по крайней мере одно из двух неравенств
MD { Skl i Ą х ^}-MD { Sktι-i IĄ х ⅛} > ≥b2aα,MD{Y,.1J^}, (3.21)

ИЛИ MD { Skj-ι I ∙⅜ × ⅛-ι} — MD { ∙S,k,∕-21 *⅜  × } ≥≥^α,-1MD{X1-1∣⅞}. (3.22)Далее, мы пользовались равенствомDξ = DM{ξ^} + MD{ξf^}, (3.23)справедливым для любой <^^(ξ) измеримой случайной величины ξ с Dξ<∞ и для любой а-алгебры J^≤Jζr(ξ). Пусть имеется σ-алгебра G≤Jr≤J5^(ξ). Тогда DM { ξ I G } = DM { М (ξ I I G } ≤DM (ξ ∣ <^^), согласно (3.23), и с помощью того же равенства (3.23) заключаем, что MD{ξ∣G}≥MD{ξ∣^}.Поэтому
MD {$kl\^kX М® { Sk,l-l I ^k × ^-1 }и из (3.21), (3.22) выводимMD { Sm I × <^} — MD { S,fcj~21 × «^-2 } ≥3-^-2 min { a,.1, a,} MD { X,.k ∖⅛} (3.24)

ИЛИ /_ ∕-ιMD{Su∣⅛×^}>b∣L-2 2 min(a,, <tj+1)MD{ Xj | Ą },
J=k+ 1τ.e. имеет место (3.13). С помощью (3.3) находим

MD{Xj∣⅛}½egDXjпосле чего из (3.13) получаем (3.14). Лемма доказана. 
Лемма (Р. Л. Добрушин). Имеет место оценка

'D‰ ≥32 min(aj, aj∙+1)DIr a1=l. (3.25)
j=kОна получена Р. Л. Добрушиным ([15], §9).(У Р. Л. Добрушина множитель , однако, если более тщательно рассмотреть доказательство, то легко заметить, что в действительности им доказана оценка (3.25).)
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Лемма 4. Пусть измеримая случайная величина X и ⅛ — изме
римая случайная величина Y имеют конечные моменты

|МХ|“. М|У|”. u>l, o>l, į-+^=l.
Тогда для любых 1 ≤k≤∕≤n, имеет место неравенство £ 2 1

1МХУ-МХ-М Γ∣≤2(l -αw)u (М ∣ X∣u)u (Ml X∣o)v. (3.26)Аналогичная лемма для стационарной цепи доказана в книге Дж. Дуба [65]. Доказательство для общего случая вполне аналогично и мы его не приводим. 
Лемма 5. Пусть задана совокупность т случайных величин Z1, Z2, . ..,Zm 

с конечными дисперсиями, связанных в цепь Маркова с т моментами времени, 
коэффициентами эргодичности a1, a2, ... , anι-ι и a= min а, > 0.

1 <i<m

Тогда
т тп . ш

∣d{∑ ¾ -Σ d¾∣≤4 t⅛⅛ Σ d¾∙
7=1 7=1 V a 7=1Доказательство. Имеем

λ = ∣d{∑ z>}-∑ dz>I≤ Σ ∣M{(Zi-MZi)(Zj-MZj)}.. 
7=1 7-1 М=1

ι≠jСогласно (3.26), при Ar=Zi-MZf, Y=Zj-MZj, u=v=2 имеем
∣7-1∣∣M{(Zl-MZi)(Z,∙-MZ,)}∣≤2(l-a) 2 1/DXD У ≤

17-1 1≤(l-a) 2 (DZt+DZj}или
т ∣7-11 ____ тΛ≤∑ (1-5) 2i (DZ,+DZ,)≤4 ∕1~L ∑DZj.∕,∕-> 1-vi-a >-■ 
i≠J«Лемма доказана.

Лемма 6. Для любых 1 ≤k<∕≤n справедливо неравенство
iD⅞⅜ j6 У DX,.

κι min a∕ i
k<i≤l j=kДоказательство. ПоложимjfiΓ = [- +11, a= min ai.l∙a J λ<.≤∕Сумму Skl разобьем на две Sju=S,+S', где

т m,
S=∑Zj, S' = ∑Zi,

7=0 j≈0

Zj = Sk + 2JK, ⅝ + (2y + l) κ∣> ~ l^k + (2j + l)K, k + (2J + 2)K
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Случайные величины Zo...........Z связаны в цепь Маркова с/и+1 моментамивремени и коэффициентами эргодичностиα√ = αΛ + (2√+l)JC, fc + (2J + 2)Kt √s=θJ> .. .,m - 1. Если a= min ay∙,

0<∕≤m

ТО 1 -a≤(l -a)r.Применяя лемму 12, находимD{5}≤(l+4 <1~a>2f) J dz,l-(l-a)2 ;=0и, аналогично, D{S,}≤(l+4∙ (1-g) r) į DZ).l-(l-a)2 7=0Далее, 
fc+(2√+l)f ⅛+(2∕+2)JΓDZ,≤tf ∑ DXi, DZ'j≤K 2 Dy«’
i=k+2jK i=k+(2j+1) К

И ä(1 + к4(1—а)2 ^8
К / а'l-(l-a)2

(3.26)
(3.27)
(3.28)
(3.29)

Из того, что ŪŠ*,  ≤2 (DS+DS') и (2.39) - (3.26) следует справедвивость леммы. Лемма 7. Если с вероятностью 1I Xk I ≤ С(л) £=1,2, ...,л, а(л)>0, 
то существуют абсолютные константы H1>0, H2>0, такие, что

г = 2, 3, ...Доказательство леммы разобьем на две части:а) пусть y1, Y2, .... Yn -случайные величины, имеющие конечные абсолютные моменты целого порядка s≥l и
S=Y1+Y2+∙ ∙ ∙ + Yn.Положимr.{ξ-для тех t, г, для которых ∕ξ (г) ≠0 и M | ξ ∣r < оо. Очевидно Γr {ξ, 0} = Γr {ξ} — семиинварианту порядка г случайной величины ξ.

Для любого 1 ≤ г ≤ s имеемr,{s, 0= ∑ А....U').1≤∕1......... ∕,≤N
Г

Σ1
,~ (∕Aoγ (-lΓ1(v-l)! 2

V

U 'р-'
∏ Mv(∕p, о
р=1

(3.30)
14. Leid. Nr. 10895
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2 означает суммирование по всем разбиениям множества

U',-'
р-1/={1, ...»г} на подмножества Ip ⊂ 1иМ, (ir, t)=(л ω)r^ vMΓ,,ι • • • (3.31)

при Ip = {il, ⅛............. «„}.Например, в случае г=3 имеем
4ы. (0 = (∕s (θ)^*{  (Me"s)s Me,'s У(1 У„ Yl, -

- (Me"s) (Me"s Yl, y1,) (Me"s Yl,) -
- (Me''i) (Me"sr11) (Me''srl, Yl,) -
- (Me''s) (Me"syh Yh) (MeusYl,) +
+ 2 (Me"sy∣,) (Me''sy∣1) (Me∣,sYh)}.Справедливость (3.30) следует из равенства (3.32)

×Σ 

l≤Γι... .. rv<r 
Г1+ ∙∙∙ +rv=r

г! 
r1!ra! ∙ ∙ ∙ rv! αrι (S, /)•••% (S, t),

где
ap(S, t)=l(Λ(θf = MS<>^=

= ∑ MYh ∙ ∙ ∙ Ylpeus.
1≤Λ, ..∙,lp⅛N

Выражение Į~Į Mv (∕p, t) представляет произведение математических ожи- 
р=1Дании. Разбиение множества / на подмножества Ip показывает, как случайные величины Fh, Yh, ..., Yln распределяются по множителям произве-

Vдения Į~Į Му (∕p, t). Введем числа mk, k=0, 1, ...,r-1 следующим обра- p=,зом: положим mk=i, если перед величиной Kijfc+1 в том Множителе Mv (7p, /), где находится yljfc+1 стоит Yil. Если же Ytk+l в данном множестве Mv (∕p, t) самая левая, то положим znjt=0. Числа mk, k=0, 1, . ..,r-1 определяются однозначно. Очевидно mo=0. Положим
∏ M,(∕,, <)=ψ∙v-1(m)∙ (3.33)
р = 1Множество m = {m1, ..., mr.1} содержит перестановку r—v -го порядка чисел 1,2, ...,r—1, а остальные v—1 числа равны нулю. Кроме того, mk≤k, к=
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=0, 1, ...» r—1. Множество таких множеств обозначим 9Jζ.1. 
и (3.33) находим Тогда из (3.30)

(3.34)г-1
∑ (-l)vv∣ ∑ ¾.(m)∙ 
v=o τπ∈SDrtv

⅛........*N W (∕s(')),Соотношение (3.32) в новых обозначениях выглядит так:4ω.(θ = (∕s(θ)',{¾.(l. 2)-¾,(l, 0)--Ψj,,(0, 2)-¾,(0, l) + 2¾r(0, 0)}. (3.35)Возьмем какой-нибудь член суммы (3.34)Ψv.,(m), πx = {w1, ma, ..., mr-1}∈≡v. (3.36)Таких членов всего есть v! и они входят в сумму (3.34) со знаком (- l)v. Среди 
mk, fc=l,2, ...» r—1 имеется v нулей. Пусть это будут

mkl = mk, = ∙ ∙ ∙ = mfcv = 0 k1<k2< ∙ ∙ ∙ <kyι.Положим, для краткости, τn{ = {wi, mi+1...,mj}, l≤ι<∕≤r-1. Пусть пг*  (5) обозначает вектор, в котором координата mk равна s и пусть qk (m) равно числу координат вектора τn⅛+,ι, равных одному из чисел 1...........к.Разумеется, ^r-1(m)=0.Среди слагаемых суммы(-lΓ1(v-l)l 2 (3.37)
m∈3Jlvесть слагаемые, отвечающие значениям m∈90ζ-1 вида mk/ {5} s>0. Множество таких векторов обозначим 9Jζ-ι(τ∏u{∙})∙ Пусть N{A} - число элементов конечного множества А.ТогдаΛr∣aR,-1(tι⅛{∙})}=∕-⅛(fn), (3.38)

так как s в fπfc. {j} может принимать значения 1,2, ..., ki за [исключением совпадающих с тк._ъ ...,mr~1 (такихбудетqki (тп)), а также уже принятых координатами m1, m2, ...,mki~1 (последних найдется ki-∖-(i-↑)=ki-it так как среди m1, ...,mki~1 имеется z—1 нуль).Аналогично, среди слагаемых суммы(-l)>÷i(v+l)∣ 2 ^÷ι,.(m) (3.39)
m≡2Rv+1имеются слагаемые, отвечающие значениям m ∈5Fζ+1 вида m = mf {0}, Z=l, 2, ..., r— 1, l≠k1, , ..., kyι. Число таких слагаемых, при данном Z, равно (v+l)! и они входят со знаком (-l)v+1, противоположным знаку слагаемого (3.36). Обозначим< (m(^2, «г-i) = г (m,-ι {«,-?) == W',.,(τn)-Hς,+1.< (mr-1{0}),

14*
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H∖<(m'^3. т,_г, m,.1) = Ψ,ι, (mr-v-1{ft,-il, ι⅛,-1})== , (m,-ι { ) - 0ς+ιφ, (m,.s-,.ι { 0, mr.1} )и B∞6me ιfιt, ∏⅛√∣)=H∖r(mt, nι⅛+j)--IFv+l,,(ιnf→ 0, π⅛+∣), (3.3'3)причем знаком - отмечаются только не равные нулю числа mk. Знак над вектором m (∏ι) означает, что все не равные нулю координаты уже отмечены.Покажем, что или все ненулевые координаты вектора nt в члене (3.36) после указанных вычитаний будут отмечены знаком - , или сам член (3.36) до этого исчезнет.Заметим, что для образованияΨv ,(mfr^1,0, τ⅝ξ⅛1) (3.40)нужных слагаемыхW',+ι.r(mf',> ⅛^+ι {¾ } ), /=*,+ 1............г— 1 (3.41)нам вполне хватает, так как всего слагаемых (3.41), при данном 7 в сумме (3.39) имеется (v + 1)1, а в WVft (m) координата ml может принять не более, тем (v+l) положительное значение и слагаемых Ψv,f (frτ) есть v!. Несколько слагаемых вида (3.40) нам потребуется для образования членовH,,-ιt<(fiη,^1. mt,, ⅛^-Iι), mt,>0. (3.42)У нас, согласно (3.38) ∙W∣3R,-1(intv{∙} )=v-⅛⅛(m). Следовательно, пос- ле образования в (3.42) mkv, число оставшихся членов (3.40) будет равно^,t,(fl⅛)-vl-(v-l)∣(v-<7* y(m))=(v-l)! ft,(m). (3.43)Если через Av,*,∙(∏t)  обозначить число членов (3.40), оставшихся после образования Wrv-1,t(mι,~1, mjkf, ∏t‰!1), то для Ny,ιk. (m) получим рекуррентное соотношениеУ..»((>п) = У,,4/+1(т)-
- Nv-ι, ⅛+1 (m*,  { "> > θ } ) N { ∞v-ι (««»,i {•})}, i=l, 2, ■ ∙ ∙, V-1. (3.44)Здесь m — какое-нибудь значение 0<m≤fci, с единственным условием fnft,{m } ∈30ζ-1. Очевидно, что если m и m' два таких значения, тоy.-ι,⅛+ι (mlf {m'}) = yv-1, m+1 (∏⅜t, { m } j, поэтому из (3.38), (3.43) и (3.44) выводим

2Vv.fc,(m)=σ-1)1 ∏ <ħ√nt)∙
>-1

(3.45)



Предельные теоремы для сумм случайных величин 649

Если существует такой номер f0, что qku (τn)=0, a qk( (nt)>0 при j>⅛> то, как видно из соотношения (3.45) N^ki (m)=0. Но тогда и слагаемые вида <(⅛,ty.1...4-1 {mla,...,mltlt.1}, mζ,)уже отсутствуют, так как⅛⅛ (m* l,.... 4.1 { mkι..........m4.1}) = ?*,.  (m) = О
будут входить в формулу (3.45) дляΛrv-l.⅛(nt⅛.........⅛.1{">4χ........... "4-1} )в качестве множителя. Таким образом, слагаемые Wrv+ι,f(m), нужные для образования FKvf(m) не исчезнут до тех пор, пока не исчезнет JΓvt(nt) или пока все координаты вектора m не будут отмечены. Итак, доказано утверждение, что или все ненулевые координаты nt в члене (3.36) будут отмечены знаком ^, или сам член (3.36) до этого исчезнет.Пусть Nv (m) - число слагаемых Wy,tt (m), оставшихся после отме- чивания знаком ^. Пусть kh=kit (m) самый левый из нулей вектора m, использованных для образования Wv-lft (ιtι). Тогда, согласно (3.45), имеем

Λ-v(m)=(⅛-l)l ∏ ⅛v(m),
j=i,

(3.46)
где ki≈kt (m), z=l, 2, ..., v — индексы нулевых координат вектора tn ∈2R. Если Λζ(tn)>0, то из (3.44) следует, что ΛΓ{9ftv-1(ι¾0 1{∙})∣ =0, или согласно (3.38),J⅛b-1(m)-⅛-l∙Положим

г-1<f(∏t)= ∑ </(«»).
fc=l если mk>Qt если mk = 0.Тогда √(m)= max (li-lj) при 7Vv(tn)>0.

(3.47)

(3.48)
(3.49)Действительно, пусть

к + 1 — mk, при mk > 0,0, при mk = 0.Тогда из (3.47) следует, что среди *∏ j⅛01+p . ..,mr-1 имеется i0-1 число из ряда 1,2, ...» fc∕0-1∙ В силу
Nv (m) > 0,
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из (3.46) следует, что g*y(m) >1,√=⅛............v. Среди Uk,k≈∖, 2, г-1имеется v нулей. Значит,
г-1 ⅛

∑ Ut>∑ fc + 2(v+1 —i0) + (r-1 —2v) =
Jt-1 к-2=r-l + (⅛-l)('⅛-2-2)>r-l.Отсюда следует справедливость соотношения (3.49).Итак, получаем:

Γr{S,t}= ∑ /„.........,lf(t)
1≤∕∣ . .. . lr⅛N

гЛ......... ,wω=(∕s(θ)^r∑ (-1)’ ∑ J‰(m)W',,(m), (3-50)
v=o m≡2Rv

где 2)rζ есть множество всех векторов m = {w1, ... ∕wr-ι} таких, что {τn1,... mr.1} является перестановкой порядка r— 1 — v из чисел 1, 2,...» г, 
а остальные v чисел ml равны нулю, и, кроме того, mk≤k, k=∖,2, ..., r — 1. 
Число JVv(m) определяется соотношением (3.46), а Wv t (т), JVv t (т) - (3.33), (3.31) и (3.33) соответственно. Если 2Vv(m)>0, то J(m) из (3.48) 
равно τaax (h-lj)',

1≤∕.√≤Nб) приступим теперь к непосредственному доказательству леммы. Пусть r<=i[⅛+1], 1=0,1...........jv-1∙где число N определяется из неравенстваΓw-2<W≤rw-2+а [х] означает целую часть числа х. Пустьγ1=M{SU^},
(min∣γl, 2Cω[o^+ 1]|, если γi>0, max∣γ1, -2Cω [Jr,+1]|, если γl<0,

Φi = Yi-ι÷*S ,r∕-j,rf-Yi» *≈1>  2, ...,JV- 1, Yu = θ*  
(3.51)

где
i

Skl = 2 Xj, 0≤k<l≤n.
J-k+lПоложимφi = φ,-Mφi, 1= 1, 2, ..., ДГ-1.Ψw=Yw-ι
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Тогда
S. = ∑ Ф*

⅛=1и, как показал Р. Л. Добрушин ([22], соотношение (6.16), и § 8)D¾ > β 2 Dφt
k=∙lгде β — абсолютная константа ≥ jθ-4.Случайные величины φ1,..., связаны в такую цепь Маркова с N моментами времени, вероятностями перехода Рк (х, А) из состояния x∈Zk.1 в к-й момент времени в измеримое множество состояний А в момент времени к, что коэффициент эргодичности между fc-ым и l-ым моментами времени βkl, fc=l, 2, ..., 

N, удовлетворяет неравенство(1 _„(»>)⅛S≤e^0*̂ , ПРИ z-fc≤2∙ (3.54)l-α<">≤e-∙w при ∕-*=l,  l≤fc<∕≤tf.Положимyk=φk, fc=l, 2, ...» N (3.55)и воспользуемся результатами части а) для вычисленияΓr {Sn} = Γr {S,0}.Обозначим FFv,0=FKv, v≡l, 2............r—1. Тогда, согласно (3.50)
Γ,{Sn} = ∑ ∑(-l)v ∑ JV, (m)FΓv(ιfι). (3.56)

ι≤∕1,.. Jr≤Vv=o m∈‰В случае г=0 имеемM,(Z,) = M Yh∙ ■ ■ Y,im при A> = {,l............ >m}.и из (3.33) и (3.33') выводим∣rv(m)= f ∙∙∙ f Y,λ(x1)P1j (<fr1)∏ Y,jp(xp)× 
X, x, * l>-2

,Jl ⅛

× (p⅛-ι√x∣>-1∙ ¼)-^υp(¼)).если √1, ..., √r такие, что (3.57)
(3.58)и если в соотношении (3.57) считать

Pu(×. <b,)-∙Pι(⅛,)={ Q при у=х при y≠x
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И _ _∙p⅛¾, (xP-*'  dxr'> ~∖ W =¼ (dxJ∙При вычислении Γr {S,n}, не нарушая общности, можно считать MJVk=0, fc=l, 2, п. Тогда иМУк=0, к=1, 2............ N. (3.59)Согласно (3.49) —(3.52), (3.55), (3.54), (3.57), (3.58) и лемме 4 при u=v=2, находим 
lj2 ⅛p<2>при

"2l^(Λ)l≤(i¾^)'^2e2 xe_2<VWe’2('A 'a‰,M¾при
lfi-ljl>2 (3-59)или, учитывая (3.46) и (3.59) из (3.56), находим∣r,{⅛}∣≤ ∑ į 2 ^(m)∣)Γv(m)l≤

1≤∕1......... ∣r<π V=O τn≡2jζ

∑ M∣y,,y,2∣+
≤∕1, <∕ ≤tf 
∕a-∕1<2

+ ∑ e'* f',~'llγ Mr4M¾), (3.60)
i≤∕1<Za≤ΛT 
∕a-∕1>2где ff0πff2- абсолютные константы.Так как 2 M∣r,ιr,2∣≤l ∑ (Dy,1+Dr,2)≤∑ D7,, (3.61)

1≤∕l<ζ≤tf ι≤∕1<∕a≤tf /=12 e^2''a^'pl∕My)^∏%≤
l≤∕χc∕a≤X 
'.-'l>2≤∣ Σ e~^',','∖nYll+BYl2)≤

1≤,1<za≤^

≤ —2 Dφ∣

2(1-е 2)

(3.62)
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и

/ = 1

(3.63)
согласно (3.53), (3.55), то из (3.60) — (3.63) окончательно выводим∣rr{sn} ∣≤ где ∕T1=(l+2-ι(-e2)-1]β-1¾.Лемма доказана. Она играет основную роль при исследовании вероятностей больших уклонений для Sn. Из нее легко следует следующий аналог неравенства С. Н. Бернштейна:Лемма 8. В условиях леммы 7 имеют место неравенства P{Zn≥x}≤∕2^<r^,

P{Z,,≤-x}≤e^2<1+2"j,
если только0<x≤ 1+2Ях

2Яа
α(")5π

C<n> ’Доказательство. Согласно лемме 7 функция lnφz,(z)t ⅛(⅛ = Me'z"аналитична в круге∣z∣<∆,=и при I z Į <∆n имеемa(")5n 
С(л) Яа ’аоl≡φ¾(z)=
k=2

Tk{Sn} 
⅛k∖Следовательно, при0<м< 1 A«

2 в„имеет место оценка
и*В*  (1+2Ях).Поэтому, пользуясь неравенством Чебышева, находим 

р { uSn ≥ yt+In <tsn (u)} ≤ e-∙>*  при любом у. Положим

(3.63)
(3.64)
(3.65)
(3.66)

y l∕2(l+2tf1) ’ “ (1 + 2H1)B1,∙Тогда из (3.64) — (3.66) следует, что
при P{S,n>xBn}≤e 2<1+2вд

0<x≤ 1+2Ях
2
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Аналогично оценивается
P{¾≤-x⅛}.Лемма доказана. Заметим еще, что приl+2gx а(")Дя

2Hi С(") ’как и в теореме С. Н. Бернштейна, будут выполняться неравенства «<">вя
P{Zn>x}≤e^<Λ⅛",

b5-x
P{Z,≤-x}≤e 4"∙c*" , .Лемма 9. Если с вероятностью 1 ∣Xfc∣≤C4 fc=l, 2..............и, а(л)>0,

то для любого $>3 в интервале∣'∣≤⅛⅞, 
имеет место следующее асимптотическое разложение'.

5-3
fz,(t)≈e 2 (l+∑Pw(ft)Iv+8,π+Θs(∣∏∙ + ltp^Zj).

v-l
Здесь

(3.67)

Γ√Sn} v/! (3.68)
7Л .

МжГ 4......Я2>0 абсолютная константа из леммы 7,
Λn(i')=∑ cmvn(⅛)-'÷te

»1—1

является многочленом степени 3v с равномерно относительно п ограничен
ным коэффициентами cmtn, причем

cncin^^‰n~^ιton~ m↑βi+v2 Σ
" *.........*m> 3

Vι+vβ+... +vfn=v+2m

Величина Θs ограничена константой, зависимой только от s.Доказательство. Пусть MX* =0, fc=l, ..., ли, как и в лемме 8
а а(л)вл
a"" с<">я, *Из соотношения
-е ⅛ Ž ‘ (⅛)*"-  a,-p¾-j-
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при ∣z∣≤4 δ"находим
si 2s+1H1 

∆Γ2Из (3.69)-(3.71) выводимI *h,z⅞ff. ∣=∣r.{z,, r}∣≤
I dts J≤j!2∙+1ff1∕P→ (-≤^-)j^2=il2≈÷1K1ffΓ8b∞ при
, 2Я, с<") •Следовательно, в интервале
i z∣ ≤ ⅛" ⅛1имеем ι≡Λ,(')= Σ j⅛mlЬЗ
'.ba∖≤2s+1H1H%~2.Имея (3.73), учитывая определение Lknt оценку

(3.70)
(3.71)

(3.72)

(3.73)

и дословно повторяя выкладки леммы из [43], получаем доказательство леммы 9.
Лемма 10. Еслиα<">Bn>81n τ⅛-, δ>0, M∣Z1∣∙<∞

и

M{∣xfcr∣^→}<∞

с вероятностью 1, для какого-нибудь целого s≥3, k≈2i 3, п, то при 
любом 0<a<∞ в интервалеlf[≤mm I alni (1+Z√rζ), J (3.74)
имеет место соотношение

_t*_  S-3 у—2∕⅛(0=e 2 (1 + ∑ Pw(it)L"2 +Θ^,a (∣<l'+μ∣∙<* →>Z,n)). (3.75)
V—i
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Здесь
л л2 м { II} 2 ∞PM{∣M11 Λ-1}

τ _ Λ=l 7 Jt=l
∙n α<n>,"⅛ ’ m α(")-→⅛

V
Λ,oυ=∑

л»=1
у—2

cnfin La~2 =pmyln из (3.68), cmvn ограничены константой, зависящей только 
от v*).

*) Вместо vrai sup, vrai inf мы в дальнейшем везде будем писать просто sup, inf. Читатель легко поймет, где sup или inf нужно нонимать c vrai.

Заметим, что условиеα<")Bn≥Clπ ⅛y , с>0,принято нами лишь потому, что при нем имеет место оценка (3.78), а это намного упрощает доказательство леммы. Лемма верна и без этого условия.Доказательство леммы. Будем пользоваться результатми и обозначениями части а) доказательства леммы 7. Пусть в нашем случае N≈n, Yk= 
= Xk, k=∖............ п, S=Sπ. Величину Mv (Ip, t) из (3.32) с помощью функций
fkl (t, ω, А) можем представить так:

м, (It, t) = (д (г))'” f... f ⅞... X1,nι ×
% %,×∕<⅛,('. rfω1)√⅛⅛(Λ ωι, rft⅛)∙ ∙ ∙∕‰.1⅛n(,> ω"∙-i' rfω")∙если ∕p={z1, ...» im}. Следовательно, соотношение (3.50) для любого r≤s примет следующий вид:Γ,{S,, r}= 2 4........l,(0,

1≤∕1..........∕r≤∏где при Z1≤Z2≤ ... ≤Zr4........∣,0=(∕⅛('))^r⅛ (-i)v×
v=0× ∑ Λ,(m) f... f Xh(<⅛)...X,r(ω)×

τn∈2Rv ωλ ∩∕i
r — 1 r

×j ∏ ¼('. <∕<⅛) H ∏ ∏4.1√⅛<⅛√⅝)4(')-
' Λ=l 1 4=2

{w4-ι=0} {m4≠0}-∕o,i(<. rfω*)∕⅛ t,1.(<. ωmt-l. ⅛)] j ∕ ∏∕lfcn(t, ωt, ΩJ } .
1 4€®l
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где ®t = { 1................ '∙}∖{">1................. rn,-1},причем, согласно (21) и (22),∕⅛t.1⅛(<> ω"*-p  ωnwl, Ω,) =
= f ■■■ ∫A⅛t,l('. <fr)‰-l⅛('> ¾*- l.^^ω*.⅛ ,)∕⅛.(<.ΛΩn). n⅛-, %
x≡ω⅛-1- yea*∙Итак, гг-114........⅛l≤ ∑ ∑ ff*(m)  -∣j⅛⅛7' f ∙∙∙ f ( ∏ l‰*('.  rfω*)∣)×

v=o m≡2Rv " ∩∕ι (į ⅛=ι

Г

×( ∏ f ∙∙∙ f ∣W∙
fc=2 Ω, Ω.

г √nι ,mfr-i *Jk{mfc-ι≠0} m*- 1

×(t> ωm⅛-p х, dωkdy)flkn(ti у, Ωn) ∣ )∙(∏ ∣∕,4π(Λ ωs, Ω,)∣). (3.76)
В условиях нашей леммы имеют место следующие соотношения: (3.77)

(3.78)
если только (3.79)Здесь ∕ξ(r∣^) = M(^∣^),

sn -L,snДоказательство соотношений (3.77) и (3.78) при 5=3 и 0<c≤DXj<C<∞t j= = 1, 2, п дано в работе автора [45] (стр. 254, лемма 7). Доказательство для общего случая представляет тривиальное обобщение, но, так как само доказательство довольно грамоздкое, то мы его здесь не приводим. Рассмотрим 2 случая.1. Пусть
к = 2, ..., г. (3.80)
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Тогда 14........z-WI≤∑ ∑ ZVv(m)(∏ supM*CX 9∣∣^l})×
v≡0 τn∈9Jζ √≡1

×⅞⅛( ∏ mI⅛<'iM!×
{ mΛ-ι"0}

× ( ∏ m l⅞jk.1 <,i∙‰J I supi1‰-i“-!<'■ ω∙ x∙ ∙)∣∣×
Jt= 1 ,{m⅛≠0}×sup ∣∕s,k.(r∣4J I ( ∏ sup ∣∕s,t,(f∣∙¾) I).Λ≡2Rтак как f Į A7(ω)∣∕ω(t,rfω) ∣≤M ∣∕s,.,(H^-ι)supM{∣ JJ∣∣^-ι} ∣. “z∣V∣-‰1(t, S. y, A×B)∖≤Pl(ω, A) P,(y, B)+Pi(y, A)Pl(a>, B), 

AeĄt Bε⅛

(3.81)

и ∫ l*f(ω)∣  l⅝l(Λ ω, х, √ω, <∕y)[≤≤2sup ∣∣vw>1 (t, ω, х, ∙)[lsupM{∣ А?| ∣∙⅛.1}, 
х, ωЗвездочка над М означает, что∏ supM*{∣X 0J ∣Fvι} = supM{IXΓ∣^-1}, 

р=1если /,,=... =∕,,=Z.Учитывая (3.77)-(3.80), (3.49) и лемму 1' из (3.81), выводимI h,........ ιr (01 = ©, e-“1"’ tf'^ω ( fl sup M*  {I X,j | I F,j.l} )

y-1

p = 0, .... r.

(3.82)при Z1≤∕2≤ ∙ ∙ ∙ ≤∕r∙2. Пусть хоть для одной пары lmkt_vlk выполнено неравенство 
i _ z _ i > aιs *n (r∞~1)
Чь lmk,-∖ i > и S а(л)Пусть 0 < ASi a < оо такое, что для &s> β из (3.77) имеем∣β∙s.J≤Φ∙Тогда при
lrl≤τ-≥<L±⅛>∙λj, аиз (3.77) находим, что1 -т 1 -yto<l+rM>l∕znWI>⅛e >2e
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поскольку нам достаточно брать а таким, чтобы
а V ln(l+Tsn) ≤Z,√tl^a .Мы можем считать, чтоτS=αV ln(l+TJ,так как в противоположном случаеTsπ≤Θfl,и утверждение леммы является тривиальным. Итак, приa^∣Zln (1÷7‰)

Вцимеем sup II v . (t, ω, х, ∙ ) II
ω,x Ч.-1Ч-1

∣r⅞,('>'≤2exp {-«<»>(Zi.-l-Zn^1) + 4∙ ta(Tsn+l) j≤ ≤2exp { l--φ (lk,-Z,*..,)  j ,потому, что (⅛,-1 -¼,-,) ≤ —V ь (,+r>n)∙Поэтому и в этом случае из (3.81) находимI ⅛......../. (О I ≤ Θse^⅛" ,''^'∙, ( fl sup M*  {I X,j | ; } ) (3.83)
7≡1при Z1≤72≤ ... ≤zr.Из (3.82) н (3.83) без труда получаем∣Γ,{‰ f}l = Θ, ∑ |7,,......... ,r(Z)∣≤

l≤∕1≤...≤∕r<n∑ supM{IΛ)r ∣^.1}^0 7=1 a(nHr~1)при |(|„ aVln(l+7‰) 
B∏ ’или ,∣Γ,{Zn, r}∣ = Θ,,aZsn (3.84)при μ∣≤βyin(i+τj.Оценка (3.84) позволяет нам в интервале (3.74) получить разложение b>∕¾ω-∑ 4^-(ftX+θwrβl∣r∣'. •

г-3 "
(3.85)
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Оценим
_ Γf{Sn} 

™ Впположим
Σ miλ*i

L,π = -------. Cfa>- 64'^⅛ ∙α<">B,⅛
если ∣Xt∣≤c<">,I 0, при ∖Xk]>Cu>,

Xk = Xk-X'k.Тогда S,=S^ + S,", где ¾ = ∑ ¾
Л=1Sζ = ∑ *£

к=\Так как слагаемые суммы S,n ограничены числом С(л), то для S,n мы пользоваться построением (3.52) —(3.53). Получим, что
N N¾ = ∑φ*  и Λ¾>β ∑ D<fk,

Jt=l Л=1где β>0 — абсолютная константа, величина φk является rfcримой,
r*=*B⅛τ + 1]∙ *=0> 1.... jv"1-

(3.86)

можем
(3.87)

- изме-

и
Пусть
Тогда

определяется из неравенства
l , 10I <Pk I ≤ а(л)

r⅛Ψ*=  ∑ xj и y4=9*+Ψb  fc=1............n-
y-r*-ι +1

N
s,≈∑ Yk-

к=1

(3.88)

(3.89)
Применяя лемму 6 и учитывая (3.86), получаем

2 ≤ ~⅛ ∑ ( χ2 dp×k W ≤

k=l *=ι  ,x∣>C<n>

a(π) C^s~i
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Поэтому
что вместе с (3.87) дает∑Dφt≤⅜2⅛∙ (3.90)

Л=1Случайные величины Yk, k=∖, 2, ..., N, как и в случае леммы 7, связаны в цепь Маркова с N моментами времени, вероятностями перехода ?kl (x, Л) 
и с коэффициентами эргодичности между fc-ым и l-ым моментами времени βjkl, удовлетворяющим неравенству

1-к(1 — а(я))а(л) ≤e-α-^ при I — k≥21 _ α(∏) ≤ е-«(л) при I - к = 1.Поэтому мы можем пользоваться равенствами (3.56), (3.57). При Z1≤ ... ≤ ≤Zr для tπ∈2Rv с Ny, (ш) >0 будем иметьI IF, (in) I = I f f Yh (x1) P∣l (dx1) ×

xι, "■ xιr
r

×∏ 'zM-p⅛><'M∣≤
p =2

ИЛИ ir,{⅜}∣ = Θ, ∑ sup sup∣wς(nt)∣ =
l ≤∕1≤. .-≤∕r≤N * ∏V≡Wv

N= Θ, ∑M{∣r)!}. (3.92)
/= 1Имеем

N Į N N \∑ M{∣ J7∣}≤2'-∙(∑ M{∣φ,i'} + ∑ M{∣ψ,∣'})≤ / = 1 \z= I / = 1 /≤2'^1 (2¾⅛Γ-Γ2 ∑ d4><+ a⅛⅛- Σ M{∣XR}. (3.93)
7=1 k=\так как

rιM{∣ψ1l'}≤J⅛U ∑ M{∣Λ7∣'}.
' = r∕-ι+1Далее,

n л
1 _ ∕yvθ^"∙l Rs

Σ M{∣xzr}≤-c-i^r 2 m(I∣1) = -cv^l l-"
k=∖ k=∖

15. Leid. Nr. 10895
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и, с помощью (3.86) и (3.90) из (3.93) получаем
N г-2

2 M{∣y,∣'} = ΘrZ∕J В'„.
1 = 1Вспомнив (3.92), находим оценку∣λ,,l = i2⅛r=h =Θ.⅛72. ∣θr∣≤HKΓ∖ г = 3........... i. (3.94)

ЛОчевидно, Lsn≤Lsn. Имея разложение (3.85) и оценки (3.94), действуя так же, как и при доказательстве леммы из [43] (там ведь независимость величин использовалась только для получения разложения (3.85) и оценок (3.94)) получаем доказательство леммы.Если требовать существования только абсолютных моментов М ∣ Xk ∣, < <oo, fc=l, ..., ли пытаться выразить остаточный член в асимптотическом разложении для fZn (t) через Lsn, то получим следующую лемму:
Лемма 11. Если, α0,)>0 и для какого-нибудь целого s≥3 существуют 

моменты М ∣ Xk ∣s < оо, то при любом 0≤a< оо в интервале

111 ≤ min {a In 2 (1 + L^i=2), L~π 3<*̂ 2> }

имеет место разложение. '-з yz_2
∕¾(0=*  2 (1 + ∑ A.(ft) A72+Θv,(111* +11∣3<-≡>) Ls„+ 

v=l+ ^flμ(Lsπln⅛(l+L√÷)
и для Pvn (it) и Lsπ сохраняют силу обозначения и оценки леммы 10.Доказательство леммы проще всего получить путем урезания случайных величин X*.  k=∖, 2............п, хотя мы убеждены в том, что уточниврассуждения доказательства леммы 10 в (3.75), вместо Lsn можно поставить просто Lsn, без множителя (in (1 +L~1)j (1 + ∣ lπlnLsn |).Пусть

1 Xk, если ∣Ark∣≤C00,0, если ∣Xi∣>C<">,
Xt≈X'k + Xi, fc=l, 2........... п.

п п

S- = 2¾- s- = Σ ¾"∙
fc=l *=1где ______________Cu, = -⅛* 2-∙ p'"> = 2V2¾β]∕ln(l+⅛t

Яв>0 — абсолютная константа, которую определим позже в (3.100).
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Для X[, Aγ2, • • •» χ,n и ∙¾ верны выводы леммы 9. Следовательно, при любом целом μ > 3 в интервале

К21/‘2ЯвДля (3.95)
in∕⅛(0,имеет место разложение, аналогичное разложению (3.73):

<3∙96>
r=3гдеЯ7>0 — абсолютная константа потому, что

I 2⅛>DSi>l (3.97)вследствие оценки
Ведь мы, не нарушая общности, можем считать, что

Lsn 64p(n>s-a ,иначе утверждение леммы становится тривиальным.Далее, при 3≤r≤j для Γr {S,'} мы можем использовать оценку (3.94): 

или, ^учитывая (3.97), оценку
(3.98)

Если ty<r≤μ, то сумму S'n представим в виде
N

⅛ = ∑ К,
к=\ где

rk
n≈ ∑ X),

j=rk-ι+1 
15'



664 В. А. Статулявичюса rk, k=l, ..., N, определим так же, как и в лемме 10. Очевидно y1, ..., 
Y'lf — случайные величины, связанные в цепь Маркова с коэффициентами эргодичности, удовлетворяющими условиям (3.91). Как и в случае (3.92), будем иметь

N N∑M{irr∣} Ум{|г4>|)γ'i<¾Lλ *-1 [2C<">γ-∙ 1 lt-ι a
Br ~~υ∙, В' “Į α(") I B'-s u'~

п п ,∙ j n

≈r∖Htm-^r,

потому, что
⅛- ∑ M{∣ n∙∣}≤(a⅛)'^, 4- ∑ M{∣ ΛJ∣'}≤2'-‰

n fc=l n Jt=laΘr∣≤rl Я4Н5, где Я4>0, ЯБ>0 - абсолютные константы.Значит
μ

Σ
r=*+l

≤¾πrl∣σ+,∙⅛y ∑

Γ=5÷l

≤HiЩ+' ------∕',+*. l",h∙ √ ≤ 2Я4ЯГ1 111>+1 √">^1 Lm,pp0(1-⅞⅛r-) (3.99)
при

р(л) 

2Й7 •Объединяя (3.95), (3.96), (3.98) и (3.99) находим, что в интервале∣r∣≤—7=—!-----------  р(л)
1 2 V 2 тах{Яв,Яв}при любом целом μ≥s имеет место разложение

ln∕⅛ (0 = ∑(^-)r + 20Я‘ 1⅛+'11l* +1£-Purl + Itll*P ws^μ∙
Если Я« = тах{Я2> Я„ Hl, Ht}, (3.100)то, очевидно, μ можем выбрать так, чтобы в интервале ∣r∣≤ р(Л)

2 1/2 Яв
(3.101)

выполнялось соотношениеl∏∕zζ(')=∑ (⅛)'+4θ^∣rHXmpb*>-*.  (3.101-)
г=2 "
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Кроме того, имеем= 3≤γ≤j,1⅛‰ 1 +24Θpc">⅛-s>Lot. (3.102Значит, для fz∙n (t) в интервале (3.101) имеем место асимптотическое разложение

f∣ s-2 у-2∕⅛ω=e~r(l+∑ An(0)⅛^2+Θa(∣<rl+∣r∣a<-*>)-^-),  (3.103) v=lи, как следует из (3.102), коэффициенты многочленов Pytn(it) равномерно ограничены относительно п.У нас Sn=S'n+S'n и
к=1Поэтому

Θ 111MIS” I∕z,(0=∕⅛(θ + -⅛^ =

≈e~^ (1+2 P,,(ft)L^ + Θ,(lM*+lt ∣∙<∙→>)Z,m) +v=l+ Θ∣dP^-1⅛, (3.103')при
I 1 р(">

2↑∕^2fflДля завершения доказательства леммы 11, достаточно вспомнить определение p0,∖
Лемма 12. Если при некотором целом s≥3 существуют абсолютные 

моменты М ∣Xi ∣, < оо, k= 1, 2, ..., п, то существует абсолютная констан
та с> 0, такая что в интервале∖t∖^cLnTi

имеет место оценка ι∕znωι≤e ι̂⅛.Если I Xk I≤ Co,), k≈∖, 2, n с вероятностью 1, то, согласно (3.63), имеем
l∕¾WI≤e ■* (3.103")
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при min |1, 1 1 α<")Bn
4/Ą J C<fl) *Заметим, что в этом случае

и, так как s можно выбрать любым, то даваемая леммой оценка будет справедливой в интервале
Доказательство. Для любого набора целых чисел1≤Z1<Z2< ... <lff=n справедливо неравенствоι∕s,ω∣≤ iiλ1(<. ∙)∣ι ∏ sup∣∣Λ∕ (*.  <»„ ∙)ιι∙ (З.104)

Р =1 pДля любого множителя ∣∣∕sl (г, ω, •) || произведения (3.104) и любого целого 
г (r<k<T) имеемI∣Λ∣(<. ω. ∙)ll= f I ∕ frk(t, ω, dω)∙fu(t, ω, rfω)∣ ≤

≤ f f Pk(<∕ω) ∣∕w(t, ω, <∕ω)∣ + sup∣Prt(ω, Λ)-Pt(Λ)∣≤
о Л ΛεFfr“k *≤ м l∕st, (t ∖Fk ×0∖)+∖- a,k.Всегда b≤ 1 -i (l-5≡),поэтому находимм∣∕sw(r∣Λ×>∣)∣ ≤ 1 -4 (1 -МIfs,tl (t∖⅛×⅛)I2)или supll/н (6 ω, ∙)∣∣≤exp (1 -M |/s“ (HĄ × ⅞ ∣8) + 1 -arjk}∙

Таким образом, при любом набореfc1=0<Z1<fc2<Z2 ... <kN<lN = n (3.105)имеем
1Д, (t) I ≤ ехр j - 4 ∑ (1 - м I/, h (I ∣z⅛ × ½,) I2) +

' /=1n 1
+2 о-a∣l⅛+1)}∙

∕≈1

(3.106)
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Далее, 1-M∣Λ4j,i(^*,×Λ i)P=2M ∫ f sin» ⅛-=⅛∕¾ιiι(x∣Ai×A)×
— 00—00×¾ι,∕>-∣>⅛×Λ,)>yM f f (x-y)idFskιl(x^kl×^l)×

1 x~y 15s ul

× dpski (y 1 × ∙^ι∣) (3.107)
И

⅞.iω=M ff (x-∕)2<7¾ι,i(x∣Λi×^,,)×'*-' ,>lτi×¾i1∕>iA×≠⅛)≤8m f χ2¾j,ιw^f×^11)=
'-’гтн= 8 f x*dF sk,(x). (3.108)

*>>2⅛ПоложимC<"> = <7α<")B,iΓ2 ,U». ПРИ l⅛≤C<">,x*-∣0, если I Xll I > Cw,
Xį=Xt-Xį, fc=l,2..............п,

S'=∑ X'k, S"n = ∑ XI, B'n2 = DS'.
Л=1 Л=1B"2 = DS„, аналогично выводится Skh S,kl, Skl. Число d определим позднее.Мы воспользуемся следующим фактом:

Пусть на пространстве (Ω, F) с вероятностной мерой Р (Л) заданы слу
чайные величины Y1............ Yr, S=Y1 + ,'..., +Yr.

Тогда для любого α>0 имеет место неравенство

f x2dFs(x)^r2 ∑ f x2dF,k(x). (3.109)
lx∣>α k=l . ι а

ι*ι> 7Действительно, имеем
1= f x2dFs(x) = f S2dP≤r ∑ f Y2kdP.∣x∣>fl {ω'r∣j∣>a} k=l {ωιlSl>a}
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Пусть jBt = {ω : I yt (ω) ∣> ° , ∣y,(ω)∣<∞, v=l..............г, v≠*∣,
Ct-{ω = ∣r,(ω)∣≤i}∩2 ∣ω!∣rv(ω)l>∣∣∙

v≠lОчевидно, что при любом{ω: ∣S∣>α}⊂B4 UCk.Поэтому∕≤'∑(f r*rfp+f (7pp)≤r ∑ ( f 14w+ *-• Ч ck '+ ∑ ∫ *,Λ≈∙rvW)='4 ∑ f ^Fyv(x).
∣*∣>7 v=l ∣*∣>7Соотношение (3.109) доказано. Сего помощью из (3.108) находимΛfcglf(r)≤32 (R't+R'),

Ri= f xUFsicth(x), f ^dFsiι,i(x).

l'l>4∏> l*l>4⅛Для оценки RĮ воспользуемся леммой 8 и неравенствами (3.67):*__________ «<")
если i Г. f 2(1+2H1)DS'..zl-%,,ω≤max ∣e t"

0<x<∞

. е 4"∙ c(")
и л* √">x

z 4 ( 2(l+2fft)DSλ,
F¾jli(x)≤max ∣e i 1 , е 4H, C<π> !•при

Отсюда — oo<x<0.легко находим
R; ≤ (⅞-+2 (1 + 2H1) D Sit 1,) exp { - «• 1+32(>(l+2ff1)DS4l∕j JT+⅛(t÷i+⅛)≈H-≠b ,-,......"■если только
1Ъ i а(п)
|<|С 46Я,С(’> ’

(3.110)

(3.111)
(3.112)

Число b>0 также подберем позднее.
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Далее, учитывая лемму 6 и определение С(л), находим
N N n п

∑ *<'≤Σ  D¾⅛≤⅛ ∑ ⅛ ∑ m∣^∣,≤
i=l i=l к=1 к=1 (3.113)Набор (3.105) мы подберем следующим образом. Пусть l1 наименьшее из чисел ∕≤λ, удовлетворяющих условию D S'l > , гдетакже нодберем позднее. Если среди чисел 1, ..., п такого I найти нельзя, то положим 1=п. После определения li число ki+1 определяется равенством *l+ι-∕1=[a⅛+1]> ∕=1.∙∙.. АГ-1. (3.114)где m>Q — некоторое положительное число.Если же ki уже определено, то li определяется как не превосходящее п целое число, удовлетворяющее условию,*= 1..............N (3.115)(если такое li отсутствует, то считаем lt=n). В интервале (3.112) имеет место неравенствоfli∕i ≤ D S⅛ ιl ≤ ait» *Действительно, по определению li, всегда

D s'kι li < α*7 τ ’значит D S'kt ιf ≤ D S'ki ij-1 + D X{t + 2 S⅛f lj.1 D XJi ≤ +

+c(")2+2+ C + αl∏ a*t ,Из (3.111) и (3.116) выводим∑^∙H"∙(⅜÷÷+⅛),'f*÷
ι=l 1

(3.116)

+a, ^+i8<uμs)) e-.2β<‰j £ ds,,i1i.
’ /=1Из (3.107) и (3.108) находим

IΣ (1-m∣¼√'∣¾)∣8)=⅛!∑ md<¾-<⅛×⅛}-
' /=1 1 /=1

-∑ ⅞√')}-⅛{∑d¾⅛-∑
1=1 1 i=l i=l

-∑ ⅞lιl(θ}∙
1-1

а’
(3.114')

(3.115')
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Имеем
N N N

∑ DM{¾,,J∣Λi×⅛}≤2 2 DM{¾,1∣Λi×F,1} + 2 £ D¾,f≤
ι=l

<Λ^Ln+2L Вг< n I 32 В2α(")1 + ds~*  2 bt H*t*  + ds~i πtтак как
м {¾ ll - м ¾ I(∣ ⅞ × ⅞} ≤

гчл) 1с вероятностью 1, и ≤ 4^-∣-r j в силу (3.112).При m>4 с помощью леммы 5, находим 
∑d⅛,=d{∑⅛1I(i + ⅞). 
[7-1 l[7=lтак как в нашем случае1 —α≤e^4.Пусть ½>2 

а ''

У нас, согласно лемме 6, 
⅛-≤d¾,,≤⅛ σ^)∙(∕l-fc1), поэтому, учитывая (3.112) и (3.118), получаем
li Ki ai a(") a<n> ’ следовательно, как и в случае (3.117), находим
d{⅛ ‰+1}=Σ d⅛1+1(1+Iθ)4 (2 Σ d‰+

1 ι=l 7=1 7=1

(3.116х)

(3.117)

(3.118)

если
N-1+ 2 D¾i+ι)≤
7=1

5(m+l)> 
3 a(")2

C^N+3-^

b(m+∖γ∙N 1 160 1
16/>2Я2Б2/а + 3ds~' 36

(3.119)
(3.120)Мы покажем, что а, b, d и m можно выбрать так,’ чтобы неравенство (3.120) выполнилось.В силу (3.119) имеем

⅛=d(∑⅛+∑ ¾+1}=n{∑ ¾,}(1 + ∣). (3.121)
* 7=1 7+1 ' 7=1или, согласно (3.117)∑D¾lj=^(l + ⅜)(l+iθj∙ '(3.122)
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Из (3.122) находим оценку для N'.

⅛≤Σ вп
i≈l

ИЛИ

поэтому для выполнения (3.120) достаточно, чтобы25(m+l)aαa ' 160 132 6» Я» + 3^"a^36*Далее, если
jr!(f÷⅞÷⅛)∙-f6÷

, t πa l [8(1+2H1)∖ λ-i128U+2H1) , 2β 1+ ∖-8-+ Ū* )e + Js~a Р 36 ’то из (3.110), (3.113), (3.114) и (3.122) получаем
Σ R*i  ti W ≤ 36 *ι=lУчитывая (3.116), (3.123), (3.124), получаем оценку

(3.123)
(3.124)

(3.125)
(3.126)

f DM {¾1,.∣⅞×⅞}≤⅛ ⅛ (3.127)
ι=l

NОсталось оценить £ (l^α⅛!* i+1), но эт0 легко сделать, зная ki+1-li и оцен-
i=lку для N. Получим

N—1

Σ (1-a<l*1+1)≤^^'"≤lβ2e^'"'s5"≤-τ6⅛ tiβ2" (3128)
Г|=1при условии, что .(3.129)Нам осталось подобрать a, b, d, m так, чтобы выполнялись неравенства (3.118), (3.124), (3.125), (3.129) и 0<a≤z⅛r-. Легко заметить, что такие α, b, d и m подобрать возможно. Достаточно, например, положитьβ = 2≡(l+2ff1). *≡ffiτ⅛!

f 12

d≈2a~21 m = 21nα + ln90πa.Следует вспомнить, что Нх и Я2—абсолютные константы из леммы 13. Предложенные значения}дл я α, b, d и m, очевидно, очень грубые. К сожалению, нахождение оптимальных констант требует сложных,] грамоздких выкладок, и мы их здесь не приводим.
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После всего сказанного, из (3.106), (3.115), (3.122), (3.126), (3.127), (3.128) и (3.112), вспомнив определение С(я), находим∣A,ωι≤^при
Лемма доказана.


