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ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК

1969УДК-519.21

ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ СУММ 
ДИСКРЕТНЫХ ПРОЦЕССОВ ВОССТАНОВЛЕНИЯБ. КаминскенеПусть имеется последовательностьξι, ξ2, .. •независимых неотрицательных случайных величин с общей функцией распределения F (х), принимающих только целочисленные значения к с вероятностямиa = P{Ę. = A;}, 1=1,2,...; Л = 0, 1, ...ОбозначимSo = 0, S,= 2ζi, т=1, 2,...

i=lСлучайный процессΛΓ(z) = max{wιSm≤r}, Г = 0,1,...принято называть процессом восстановления, а величины ξ,(∕=l, 2, ...) — временем восстановления.Мы будем рассматривать последовательность
NM, AΓ2(r), ..., Nn(t)независимых неодинаково распределенных ^дискретных процессов восстановления.В случае, когда процессы восстановления Ni(t)t /=1, 2, ..., и, распределены одинаково, Б. Григелионисом [3] была доказана асимптотическая η "нормальность сумм У Nt (t) при больших п и (в предположении, что распре- 

/ = 1деление времени восстановления процесса N1 (/) имеет абсолютно непрерывную компоненту. В. Лютикас в работе [5] получил тот же результат для дискретного процесса восстановления (время восстановления имеет решетчатое распределение). Но в обеих работах, кроме других условий, предполагалось существование четвертого момента времени восстановления, т. е. предполагалось Mξf < оо. А. Алешкявичене [6] получила асимптотическую 
лнормальность сумм^ Ni (t) дискретных процессов восстановления при боль- 

/ =1ших пи t предполагая, что существует второй момент времени восстановле-
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ния, т. е. Mξf < ∞. Асимптотическую нормальность сумм^ Nl (t), когда процессы восстановления Nl(t), Z=l, 2, п, неодинаково распределены, показал В. Лютикас [5]. В этой работе одним из условий было предположение, что существует шестой момент времени восстановления. В настоящей заметке доказана асимптотическая нормальность сумм Nl (t) дискретных неодинаково распределенных процессов восстановления при менее жестких условиях, а именно, вместо существования шестого момента времени восстановления требуется существование третьего момента.Пусть ξ}0, /=1, 2, ...; время восстановления процесса Ni (t), т. е.Λ1(0 = max{m= £ Q0<f}. ∕=1, 2,...,n.
Обозначим »μ,j = M(ξ">)Λ 1=1,2,...; j= 1,2,3;2_ ⅛≡-H*, 1 .'—⅛=∑ σb

/ = 1

^w=⅛Σ(^ω-Λ1ω).где
Λ,(t) = MN,(ty,

F,ι,(x)-P{N,(t)<x}i

φw=⅛^ 2du^

Предположим, что существует(а) μ = inf μz 1 > 0;/(б) Hm A öJ>0;
n→∙<x>(с) М = sup μj з < 00;/

(d) хотя для одного 1, Z≤Z≤n, имеет распределение с максимальным шагом распределения равным единице.Теорема. Если выполнены условия (а) —(</) и существуют такие доста
точно большие конечные числа r0 и и0, mo nPu t½to u n½ no uλieern место 
соотношение

√‰l^-w-φwι<c(÷+⅛-)'
где С — константа.
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Доказательство. Пусть

В силу независимости процессов Nt (t) имеем
1 л⅛----Σ [M(O-Λ,(r)JΛ,t(z) = Me ^Z'∕=ι

~iz—7^=r ∑ Λ∣(t) ” Į Ч= e √"- Γb'⅛yτ)∙
где φb f (z) является характеристической функцией величины Nl (г), и

1nA,(2) = ∑

z3
6σ∏fj∕ t

+ [ln/u(z)r=0
где 0 < Θ < 1.Так как

~iz ⅛7 λ'(') + 1d^ (⅛θ)'ТО r,_7 'P^,(z)⅛r<z>-⅛",<z>⅛r(z>^,r<z>+2⅛3∕z>U∏y∣, r(z)]----------------------------Обозначим

(1)

(2)

(3)
(4)
(5)

со ооΛ(*)  = ∑ pi'tsk, Qι(s)= ∑ q^sk∙

k=Q к=0где
rf>=p{ςy>=fe}, ⅛>=p{ξ<1'>>⅛} = 2 р7

J-k+lХарактеристическая функция φl., | (z) является коэффициентом при s, в разложении выражения1-P∣W Ql(s)
(l-s)[l-e⅛l(s)] =l-el‘Pi(s) (6)
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по степеням j (см. [1], теорема 8). Нетрудно видеть, что производные φ∕ι t (iz)t φjr (iz) и φ^f (iz) являются коэффициентами при st соответственно, в разложениях выражений
Г β∕(5) 1' . ebPl(s)Qι(s) .
Il-efeP∕(j)J⅛ [l-efcP∕(< ’

г e/м г. Awftfc) o 
Ll-e⅛>χ1)Jb [1—e⅛,z(s)P +z [l-β⅛∙z(<и
Г Qι(s) ]• = e⅛⅞ω⅛ω ,
Į1-e4>∣wJfc [l-e⅛∕ωr *, β2⅛2(s)β∕W ι eaV∕(j)β∕(5)+ 0 [1 -e⅛>z(,)]∙ +c, Į1 -e"P∣(s)F '∙'>по степеням s. Но, так как нас будут интересовать только коэффициенты при s', вместо выражений (6) и (7) мы мп ' “м рассматривать выражения
l-e¾,W, [l-efcΛ,.ωii

e2i'Pl, W Ql, l (s) e⅛f l (5) Qt As) 
W-euPl,MT [l-βteP∣,>(s)]*и

ebP∣,ι(s)Ql. l (s) fi e2"P},l(s>Q∣.∣(s) й e3⅛,z≡,(5)fltz(j) ιι-e⅛,∕,<ω]*  + [i-e¾,ωj∙ + [i-e¾,,ωrгде ∙pι,r(i)=2 P^sk∙

0ι,<(s)=∑ 9Ζ,∙s*∙
Пусть slι t (z) является корнем уравненияl-e"Λ,fω=0, 

(«>
(9)т. е. ∖-etxPht∖sltt(z)j = Q. Нетрудно видеть, что при z=0 уравнение (9) имеет наименьший по модулю положительный корень sl t (0), удовлетворяющий неравенствуl<¾,(0) = l+δz,,≤-------Σ ⅛, = l÷o(⅛)∙ (10)

1 = 1

Так как (0)j ≠0, то Jj,f(0) явяется простым корнем. Согласно свойствам неявных функций (см. [8], стр. 95 — 101) существует такое число ∆jf >0, что уравнение (9) определяет в интервале [—∆u, ∆u] однозначную, непрерывную и трехкратно дифференцируемую функцию j=ji, t (z), обращающую 
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это уравнение в тождество и удовлятворяющую равенству ¾√(0) = l+⅞,t. Вместо интервала [—∆j f, ∆∣ f] можно взять интервал, в котором[1 -e¾>u(<≠0.Так как P∕t, (j) ≠0 для всех s∈{s : ∣ s | < 1 +y, ∣ arg s ∣ ≤ Δ⅛,где

^τ^ l∕clnr . ∕i '4
∆t= , c=mm (1, μ),

то вместо интервала [—∆l t ∆u] можно взять интервал [—∆t, ∆t] при всех /. Тогда при всех ∣z ∣ ≤ ∆f справедливо разложение⅛ < (z) = 1 + 81,,+s∣,, (0) z+j,” r (0) ę + s,", (0) | + o (I z |3) =

5. Leid. Nr. 10895

_ 1____ 1 ⅛.-⅜.-⅛1 (iz)»“ W.i ⅛x 2
- JT (⅛ 1 - tiι. зИ1. i - 3μl,2μ∣, i + μ<, I + 3⅛ i - 3μ∣, 2(x∕, 1 + ⅜∕. i) ⅛" +μ∕,ι 0+ 8,+o(∣z∣3+⅛-), 1=1, n. (11)При ∣z∣≤∆t ймеем Pj_, (¾,(z)j≠O и ]Qlι 1 (s,ιl(z)j≠O. При тех же z

Γ<2∕,r∞ -c-⅛i-β¾,(s) ~e Qι, t Q/, t (z)) 
Pl,t(sι,t(z))[slj(z)-s]

(12)+ ^ι,t(s,z),где
Rι,t(s> ?) =

pι. t (S1. t <z)) Qi. t (j) ⅛(z) ~ -yl ~ Qι,t (s∣, t (*))  [p∕. t (*,  t (*))  ~p∕. t (j)] 
[p∕, t (s∣, t (z)) -P/. t (5)] Pl t (s∣, t (z)) [J/, t U) - j]Теперь нетрудно найти φj t (z), как коэффициент при st в разложении правой части выражения (12) по степеням j, т. е.

<Pι,. (z) = e^b
βz,>(¾,>(z))Kλ¾<ω) S∕7l(z) + Λl (r, z).Здесь

Λ1(ΛZ) = 2⅛ ; ⅛r(z,z)A

I J I =r ≤ 1
(13)

Rl t (s, z) можно переписать в следующем виде:
Г Qι, t(s)-Qτ,f(sι,t(z))L sι,t(z)-s

∕,∕,ι(⅛.(z)) +
(14)
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В интеграле (13) контур интегрирования ∣s∣ = r≤l можно заменить на ∣⅛ I = 1, так как при ∣ s | = 1 выражение (14) не имеет особых точек. Тогда
λ>('∙z)=⅛ f- 1,-l., ⅞√⅝,ω)-n,ω 

s∣,tto~s 
×[- °'"⅞X°,"m pi.(⅛H)÷ 
I P∣, t (s) - P∣, t (si, t (z)) -p'ιt t (si, t to) [S — Sj, t (z)l(¾r(z)-i]*  6l,1(¾<(z)) Jj,+ι∙

После трехкратного интегрирования по частям получаем
λ'(,'z) = 2V∕ /!0-3)! ________________ 1

t(si,tto)~P∣,t(s) 
[si, t (z)-s

P lt (si, t to)

Qι,t(s∣,tto)-Qι,tto 
si, t to--S

Pi,t(sι,t(z)) +

+P∣t t (s)-Plt t (si, t to)-Pl, t (si, t to) [s-si, t (z)] [5/, t (z)-s]i (15)
Сходимость ряда эквивалентная сходимости ряда k*q^,  обес-

fc=l k=0печивает равномерную ограниченность производных функций Pltt(s) и Qttt(s) ∖Pftto∖≤cu v = 0, 1, 2, 3;
[Qft W∣≤c2, v = 0, 1, 2;для всех LЗдесь и в дальнейшем Ck, ck, k=∖, 2, обозначают постоянные, независящие от /, t и s. Для оценки подынтегральной функции в (15) нужно оценить величинуK⅛,(z)-∙s)δΓ,>(j)Имея ввиду равенство (И) при Ус int

v~t ’мы получаем∣(¾.ω→)∣≤ι(i-wjw∣+<⅛ еш Используя преобразования Абеля [9] и тот факт, что'4w≤ X f,P^∙, у ∑ V-1⅛1>≤ ∑ k"pt,
k½t k½t k½tполучаем (см. [7], стр. 330)
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∣(i→)βSωι≤3!9F+^⅛ #+ ∑

4≤Λ≤r '

≤33⅛+^p+ 2 (pP+4⅛¾+39p∣45)≤
4≤fc≤r≤4 2 р№ = с*

к=1Аналогично получаем, что∣β^K^)∣≤c6Γ 2 fcMf,+τj- ∑ *⅛P1+¾∙I (l+rlφl)Λ≤r —+ I φ I (l+r∣φl)⅛≥r IТеперь I (s,., (z)-e*)  Qt,(e*)  I ≤ с, ^- + cβ,7 + ∣φ∣ Vt
(17>

где
Ψ('l<p∣)≡(4 + lφl) ∑ fc3⅛,+ 2 fe⅛**∙

(l+r∣φl) k≤t (1+t I φ I ) k½tСогласно (11), существует такое положительное число с9 и такие достаточно большие конечные числа t0 и и0, что при всех t ≥ r0 и и > л0 для всех
σ√∣∕ tгде Z — любое положительное конечное число, будет иметь место неравенство

∣j _L Z 0 ∣μ∕,2 ⅛1 И/, 11 _Д_
1 5,∙t (Z) ‘ > 1 ⅛1 bn]∕-t 2 ⅛ ⅛' >Соотношения (16) —(18) дают следующую оценку для подынтегральной функции в формуле (15)∣⅛∙R,,,(j,z)∣≤cω ψ∕'lφυy + ∣φlВ силу последней оценки и (15)

Vlnt +с y- +¾-

получаем, что

(18)

∣Λ1(f,z)∣≤c10 ('~3)! Vtot " ψ(z) , (z-3)!
n -ι∕γ .1 ι+x ax+cnодля всех I и

Так ∣z∣≤как z 
bnV t

sup ψ(x) = 0(l),
x≤πrто ∣λ,(λz)∣=o(1).

5∙



Š04 Б. Каминскене; Tθ⅛,∙'... /Φι,< (z) = e^b
Приступим к отысканию функций <⅛,(fe), <fl,(iz) и φz*,(ιz).  Для этой цели выражения (8) перепишем в следующем виде:e⅞,⅛tfo)g⅜<ω ____________ Q∣,∣(All-e¾,,ωr [1 -e'lħ,,(< ∣-**Pz,rfr)  ’κ¾⅞,>wa⅛cw. о z*φt,ω<⅛<ω _π-*4 ,∕,∕(∙m∙ ιι-e¾√ωr “. о Qι,t W________ о Qι,∣(s) , Qι,ι(s)___

[l-efeP1,,ωi∙ ° [l-e⅛,.,(z)]> + l-e<2Pz.,(z)
etePz, < (s) Ql. i 0 .' fi ci“Z/>’ r <f> S'.' <j> fi e''zp∕., 0 Ql. i 0 [l-e⅛>z,,0P [l-e'2Pz.,0]∙ + [l-e⅛,z.,0]∙ -

fi Qi, i 0 . . _ i n Qι,∣(∂ ,o [l-e⅛>z.,0]*  [l-z¾,W. 7 Cz, i 0______________ Qi. t 0_____^r' .[l-e⅛>z,<ω, , l→fcPz.,0 ’При всех | z I ≤ Δ, (20)
⅛.,ω 2fe Q'.<(ιz.t<z>) ,∏ -e'2Pz,, (s)]*  pl^ (,4 ι (z)) [5i ι (z)-j]∙ ++ e-z∕, g'∙10«. ■- <г» p'-1 (⅛. <z>)-⅜ '(sl.∣ <z))p'>.< (⅛ r <z>) + r ,sz> Λ,,,(∖r<z))⅛r(z)τ4 1'∙' ■где Äjz, (j, z)τφyHκιiHHθτPl-,(j), β1,z (ДЛ’.г (⅛r (z)), v-0, 1, 2, 0S(⅝.(z))> v = 0,l и от sl t {z)-s∖

Q∣,,V) _ .-3z2 ¾>0z,,W) .U-e<2)Pz.,01, ⅛¼,0)l⅛,0→], +

+ e3^fe 1 [ I e;., (¾ > (z)) p,z,2, (¾, (z)) -
-1 Qi∣ (z..,ω)Λ',,(¾r(z))∕‰ (⅛,(z>)- 
-16>∙<Mz))
+ 4 °ι. r (¾ t (z)) p;_ 2, (s,., (z))] + Λ3, , (s, z);



Центральная предельная теорема 505здесь ⅛lt(s,z) - функция от Pl,t(s), Ql,t(s), P^Sιit{z)^..v = 0, Д,,2, 3, 0}*r(⅛tW).  v = 0, 1, 2 и от sl't(z)-s∙, 'Q∕,rω 6∕,√^.rω) ■ \[1 -el4>ι, t (∙s)l4 pl4f fa t. (A) [5/ r(z)-s]4
+ e-4fa - Qi, t (s∣. t Ф) p'ι, t Ql, t ω) + 26/, t (si, t (z)) P'lt t (si, t (z)) i

pu(s∣,t(zS)[sι,t (z)-sγ

+β^"r ∕-(4,ω)⅛,ω→ Hq^i(2j)‘
- 2Öz., (¾, (z)) Ą., (⅞, (z)) Pį, (¾, (z)] +4 Ql,, (⅛, (z)] P% (i„ ((z)] -
- ⅜ 6ι,< (⅝, (z))P’,(ji,, (z))p∕,, (⅝, (z))] + R,l t(s,z); (21)где Rtl,(s,г)-функция от P∣,, (s),Ql,,(s), Pft[stit(z)},.v=fθ.,. 1, 2, 3,0t,b(⅝<(z)). v = 0, 1, 2 и от ⅛,(z)-s.Теперь можно найти производные характеристической функции, т. е. Φ∕.Λ⅛), Φ∕,t(^). и φz*f(zz). _Из (12), (20) и (21) получаем, что при всех ∣ z ∣ ≤∆t

. Γr-wr-o⅛*(⅞ tω)⅞t(z,.,(z))+⅛, (⅞,,(z)¼. (⅞,ω)
L ⅜,ω)

s,~' (z> + λ' (<■ z) + λi,('> z)∙.Λ.,(⅛,ω)где Лц (t> z) — 2π∣ f ⅛l, i(s> z) s,+ι ∙
lsl=z≤lПосле двукратного интегрирования по частям (22) и соображений ана- логичных для Λ1 (z, z), получаем, что для всех I и ∣ z ∣,≤→7≈ь1/1

Λι,.⅛z)=θ(A).

(22)

и

(23)
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Далее, аналогично получаем, чтоф£,(fe) = e-" ⅝4i'∙,⅞ t(r+ 1)¾7,'-2(z) + 
pι.Λsι.,<z>)

+ j^2e-te ~β'-1 (s∣. ‘(г)) p'- ∙ <⅞«(z))+4 g'∙, (⅞«ω) р‘- ∙ (,'. t(г))

-^⅛⅞l∙βjW
(z)) J

+{2β*̂ b ⅛(⅞.ω) ⅛ Q1,(¾∙<z>H'M>)"
-⅜ Qi, (⅝. (z)) pi, (⅞, (z)) P∣.<(⅝г (z))-
-4 а., (⅜< ω) p∣., (⅞. ω) р?.. (¾, ω)+

+4 a,<(⅞.(z))Λ'2 (⅛,(z>)]-

-3e-,b ~p'ι.«(⅞, <z>)p'∣.,(sι,, M)+Oi.∙ (sι., <∂)pι.,(?>., <*>)  ,

(24)
И

pλ<(∙sz,Λz))
^r-(z)+

- 12e^3fe

φjI,(fe)-β-*  ¾* ,∙,¾ r(r+l)(f+2)^'-3(z)+ Λ..v∣,,ω)+ (6e→fe -gu(⅛,W)Λ..(j∕,tW)+2g'∙∕0uW)po(v.<z>) 
-12e-* ¾⅞'ω.Λp∕.<(⅞√z>)'
+[β∙"*⅛(⅛(^ κ'(1'∙'w>wl''"w∙^

- 2ß;,, (⅞, (z)) Pi,, (¾ r (z)) p;, t{s,,t (z)}+f а., (⅛ t (z)) pf, (¾. ω) - 

-fa,» (¾ < (z)) ?i, (¾ < (z>) p∣., (sι,, <z))) -

h⅜√⅞,w¼>(⅞,<*>)+4  e>Λ°l.,^⅛.,(r∣.,v>) l+7e→fe ⅜,-I*'∙ ,⅞l ⅛7∕~i ω+ 
pιAsι,t^) J
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+[-12«-’*’ 7>if,(¾,(z)) (∑ βr,<(⅛<ω) f!,2r (¾,(z))- 
-⅜Ql,∣ (⅞ < (z)) pi. t (⅝ t (z)) Pi,, (⅛t (z)) - 
-į Qι,< (⅞«(z))Р’, (¾, (z)]P'l,, (⅛e (z)j +
+1 Qι, t (⅝ t (z)) Λ* 2> (⅜ t (z))) +

. 7.-,b ⅛' (sι, t ⅜>) pi, l (1ι,, <г>) - Qi. i (jsι,, <g>) p'ι. < (sι,, <*>)

⅛0,,,ω)-⅛fr<⅞l ¾7.,(z) + O(l). (25)
Из (5), (19), (23) —(25) получаем, что при всех ∣z∣≤ σV t

+ 3e~ibP^t (sl,t (z)j s,2, (z)-e-≡fe∕7, (zl,t (z)j P∣,, (sl,t (z)} ⅛,(z)-
- 3e ^afe P,↑, (j∣,, (z)j Pz'.2, (z,,, (z)J si, (z) +

+ e-fa⅛ (z∣,,(z))e,2t(z)j Z + θ(⅛,(z))J. (26)
При ∣z∣≤∆t

pi, t (∙y∕, t (*))  = μ∣, I + (μ∣, 2 - μ∣, i) ⅛ - (μ∕, з ~ 3μb 2 + 2μj, 1) 4 + O (I + z2);
P'tt (¾t(*))  Pi,ι (slιt (z)) = (μ1,2-μι,ι) μι,ι + (μ∣,3μι,ι + 5μl,aμl,ι +
+ 5μ21 +μ22) zz + o (Į z |);
P”, t (¾ t (г)) P∣, t (stt t (z)j = (μ,. 3 - 3μjt 2 + 2μi, 1) μl 11 + o (1);

(27)
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ZИз (18) следует, что для всех t≥t0, n>n0 и ∣ z ∣≤,7--⅞t fr) отлична σn V fот нуля и
24,(z) = e'b>¾>w = exp blnΓl+δ∣,-- fe-μf<~.⅞~μV <⅜!-I L ’ W.1 pį 1 25^ (⅛ ~ ⅛, ≡Iλ∕. i ÷ 3μ∕, ι- Hi, зН/, i + 3μ∣t 2H1,1 “ H/.i '-3μ,%+⅛∣) <g→o (∣z∣, + ⅛')j∣= 1 -fe- 

-Γ^⅜~lu∙t <⅜,-⅛ W,-3μl.⅛ + 3t⅛1- μ∣,ι ∙4 μ∣,ι (28)

(29)

" H∣,3H1,1 + 3∏ι,2Hι,ι — 3μ∕, 1 ∙'∙μ∕,ι)*  ^y-÷0 (*  lz∣8.+ ⅛^^∙При предположениях нашей теоремыМ (л,(Г)-Л,(θ)s = --∙,7'∙' t + -1√r (-8⅛3t⅛,• -6⅛2⅛ I +
\ 7 И/,1 12⅛1+ i5μ^2+6μ∣,2μ∕.ι-6μi3,ι-6μL)+o(i)∙В силу соотношений (26)—(29), для всех | z Į≤ Z,_ и достаточно больших 

σ∏V t
t и п имеем, что

(lnΛ,(z))^^∙2+ixι∙l~3^,μ'2'~w^μ'∙- r+
+g(μ∣,ι, μ∣,2 μ∣,8)rtz+o(dz∣)+θ(0, (30)ΓAeg(μ∣,ι, μ∣,2, μ∣,s) “ функция от моментов μltl, μlt 2, μz,3∙ Из (2), (3), (29) и (30) получаем, что для всех z, лежащих в конечном интервале ∣ z ∣ ≤ Z и достаточно больших / и и, ’nι∏z,, ω=-⅛+^-, ∑×

n 1=1

~ “ 8И/, зи/, 1 - 6μ∕f aμ2 1 + 15μz a + 6μ∕, 2μ∕, 1 - 6μz 1 - 6μz2 1 ,X _ _ λ г
12μJ,l

, 2, 3μ,22+μ,4 1-⅛.,μ,21-μ∕.sμ∕.15"V7,⅜1Тогда H5,1 ÷°(÷÷a

z∙ п

fn,t(z)~e 2(1+⅞ ∑ £1(К1. И>.2. μ∣,a) + σn I =1 (31)
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где

Из (31)

gι (lxι,ι*  R,а» Hi,s) — .o 4 (~~ 8μf,8∣χ7,i - ⅛ι,aP√, i + ιzμ, i+ 15μj, 2 + 6μ1, 2μ1. 1 - 6μjif 1 - 6μz≡ 0;ft(R,υ μ∣.2> Икз) =—1-(⅛Λ2 + Pt∕4,ι-3μl 2μ∕,ι — μ∣,3∣xι,ι)∙ ⅛ιполучаем, что при | z ∣ ≤ Z ∣Λ∙∙(z)-e4∣≤β^"(c*τ÷ c∙⅛+√τ+⅛⅛,)]≤ 
/* ’ _£t\ --≤<⅛ \ t + y⅛)e 3, (32)где

C1- maxg1(μj 1, μ1 2, μ∣ 3) ——≈5 , •
I mm σz

lC2 = maxg2(μ1,1, μ1,2, μz,3) .
1 iПо теореме Эссеена (см., например. [2] стр. 211) имеем l⅞t(*)-ΦM∣≤Cl 2δ + <⅛5∣ » где 5=∫ L‰r(gζ-Φ<*)∣ tfe

-ТОценим 8
S= ∫ ιz"∙,<zζ~φωl<fe = Z1-⅛ 

—т

z --
I1= Г IZ,.<(z)-e 2l <fe.

—Z z

Здесь
z," f ∣⅛,,ω-3∣tfeZ≤lzl≤Γ Z

(34)
o.∕-<,r1"'1"]

7=1

В силу (32)
Z £*

г _ f ∣Λ,rω→^2∣ √∆>/i , i \
- Л---- Ū---- &-С‘ (т+Уй) •Оценим интеграл Ą при T=(2π-ε)σn∣∕∕. Имеем √- ⅛ 7r 2 Л/ (7) ч—r Į 2 \Λ,tω=e o-z"- П я»«., (i7y≈)-

Для оценки φ11( * _) нам понадобится.
’ ⅛nVtJ v ■ . a∙ aЛемма (см. [4]); Если функция распределения времени ожидания дис

кретного процесса восстановления Nt имеет второй конечный момент и
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ее максимальный шаг распределения равен единице, то для любого ε>0 
существует постоянное с (ε) такое, что∣M<Λw,∣<ψ, 
для ε≤z≤(2π-ε).В нашем случае получаем, что (35)

когда Z≤∣z∣<εσnVt∙ИмеемΦι,.(z)-⅛,∫ l-e¾(j) s '^'ds,
где L — окружность единичного радуиса с центром в начале координат. Пусть Φ<,t(2)=Λ+Λ>где τ _ Į Г Ql (s) ds1 2π∕ J 1 -eizPe (s) sr+1 ,I argj∣<-^=

Vnt7 _ _L f <2∕(∙y) ds
j*~2πi J l-elzPj(s)st+1'

largsl>4=,
VntИмеем 7_J_ f 6∕fr)-g∕(D ds .,,1-2πf J l-etzP∕(s) s*+ 1^r

. 1 f μ∕,ιefg[Λω-A(D-^ (O(J-1)] g~f~1 A .^t^2πz J [l-efeP∕(j)][l-ete-μ∕,ι(s-l)] TlargΛ∣<--
Vnti r μ∕2,ι (j-1>(gfe-1)j^f~1 ds+

2πi J (l-e⅛(j)) (l-e⅛-μ∕ιl(j-l) ∣argj∣<-≈
Vnt, 1 f μ∕,ι-y~z~1 t

2πi J 1—ete-μ∕,ι(s-1)
∣args∣<-L

VntC другой стороны имеем, что *ιaω-a(i)∣-∣β,'(ι+θ1(j-i))(*- i)∣≤λ'(1)∣*- i∣. o<¾<ij ∣P,(i)-Pl(l)-P∕(l)(i-l)∣ = [lp∏l+Θ,(i-l)](5-l)≡∣≤ ≤P7(1)∣S-11«, 0<θ2<l.
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Теперь оценим снизу величины 11 — ebP1(j)∣ и 11 —ert- μltl(j-1)| для всех d?<|г|<е
и

se {jz∣j∣≡1, ∣argj∣<y=r∣.ИмеемI - efa Pl (s) = 1 - et + (1 - s) ei* Ql (j)

i ф I, t (z) I ≤c18^∙ •
Оценки (35) и (36) дают нам, что

и II —βfcP∣(j)∣>∣ 1 —efr∣ + ] 1 —s∣ ∣ β∣(j)∣.При достаточно малом ε и достаточно больших пи t∣l-e*P∣(s)∣>j∣z∣.Аналогично получаем, что11-e⅛,√(z-l) l>l l-ete∣-⅛ι∣J-l I>∣∣Z(.В силу последних оценок следует, что
∣ΛI<⅛>Далее 11 - ei2Pl (s) ∣2 = 2 (1 - cos z) + 2 (1 - cos φ) [Re Q (j)]2 ++ 2(1 +cosφ) [Imβ(s)]2 + 2 [cos z— 1)(1 — cosφ) + sinzsinμ] Re β(1y) ++ 2 [(1 —cosz)sinφ + (l — cosφ) sinz]Imβ(j).При достаточно малом ε для —J= ≤∣φ∣≤4ε, ∣Im Ql (s) ∣>c18 ∣φ | и для 

У ntπ-4ε≤∣φ∣≤π, ∣ Imβ, (j) ∣>clβ(π-φ), где clβ=p<f+∕⅛j+ ... +p¾ и w определяется неравенставами mφ <π и (m+1 )φ ≥π, для тех же φ sign Im Ql (s) =sign φ.
Z 1Тогда для всех—7= <z<ε и —=■ ≤φ≤π имеет место соотношение 

anV t У nt11 — eizPi(s) ∣2>(1 —cosz) + (l +cosφ)∣ Qi (s) ∣2.Аналогично оценивается ∣ 1 — etePi (j) ∣2 во всех других случаях. Окончательно получаем
Значит, при

(36)
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Теперь
'«= f (37)

Z≤∣zl≤Γ ' V ,Из (33), (34) и (37) получаем, что
√‰if-w~φwis≡c(÷+⅛)∙Теорема доказана.В заключение выражаю глубокую благодарность научному руководителю А. Алешкявичене за постановку задачи и ценные указания при выполнении этой работы.Институт физики и математики Поступило в редакциюАкадемии наук Литовской ССР 31.1.1969Л итература1. W. Feller, Fluctuation theory of recurrent events, Trans. Amer, Math. Soc., 67(1949), 98—119.2. Б. В. Гнеденко, A. H. Колмогоров, Предельные распределения для сумм независимых случайных величин, Μ. — Л., Гостехиздат, 1949.3. Б. Григелионис, О центральной предельной теореме для сумм йроцессов восстановления, Лит. матем. сб., IV, № 2 (1964), 197 -201.4. А. Алешкявичене, Локальная предельная теорема для рекуррентных отбытий, Лит. матем. сб., V, № 3 (1965), 373 -380.5. В. Л ютикас, О центральной предельной теореме для сумм дискретных процессов восстановления, Лит. матем. сб., VI № 3, (1966), 361-390.6. А. Алешкявичене, Центральная предельная теорема для сумм дискретных процессов восстановления, Лит. матем. сб., VIΠ, № 3 (1967), 373 —387.7. А. О. Ге ль фонд, Оценка остаточного члена в предельной теореме для рекуррентных событий, Теория вероятностей и ее прим., 2 (1964), 327—331.8. Справочная математическая библиотека, Математический анализ, дифференцирование и интегрирование, Фиэматгиз, 95—102.9. Г. Μ. Фихтенгольц, Курс дифференциального и интегрального исчисления, Физмат- гиз, П ,307 -309.
CENTRINĖ RIBINĖ TEOREMA DISKRETINIŲ
ATSTATYMO PROCESŲ SUMOMSB. Kaminskienė
(R e z i u m ё)Sakykime, turime nepriklausomų neneigiamų vienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių, priimančių tik sveikas reikšmes k su tikimybėmis ∕⅛=P{ξ∣=k}, » = 1, 2, .. .: ⅛=0, 1, 2,. .j seką ζι> ζa, • • •Tarkime, kad

mSo = θt £/» m =1, 2, ...
i = 1Atsitiktinį procesąΛΓ(r)=max { m: Sm<t}priimta vadinti atstatymo procesu.
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Darbe nagrinėjama nepriklausomų nevienodai pasiskirsčiusių diskretinių atstatymo procesų seka {M (r)};
ŽymėsimeAT/(r)=max|m: 2 ⅛0<4.

l ∕≡ι 1
/=1, 2, .... n.

Δ,(O=MM(r)j

n

⅛=Σ
H/.i

n

ΛUO=T⅛ У W(«)-Az(f)];
σ"V, zf1

Fn,f(x) = P{^(r)<x}j φw=⅛ _f e~^idu-

μ,jM(ξ<'>)Λ
/ = 1

Įrodoma: jeiinf.,, >0; lim — <j2>0; supμ∕3<∞
∕ μi∙1 n→∞n J ’ir bent vienam l, Z=l, 2, ..., n, —pasiskirstymo maksimalus žingsnis lygus vienetui, tai sup IFn.r(x)-Φ(x)∣≤e ∕2+
-∞<x<∞ ∖t ↑fntf kur C -konstanta.
THE CENTRAL LIMIT THEOREM FOR THE SUMS 
OF THE DISCRETE RENEV AL PROCESSESB. Kaminskienė
{Summary)Let we have a sequence (ξ∕) of the independant nonnegative identically distributed random variables, having only integer values к with probabilitiespjfc=P{ξf=Λ}, £=0,1,...; r=l, 2, ...Let So = 0, ∕=1, 2, . ..m

Sm = ζi∙
/=1The stochastic process ΛΓ(z)=max {m : Sm≤r) is called the renewal process.In the paper a sequence {Nι (r)} of the independant nonequally distributed renewal processes

Ni {t) = max :
is examined. Let w,,=M(ξppj n

⅛-Σ
Z-=lΛ,ω=MM(r)j Nn(f)=-į7= 1 lN∣(O-Λl(f)Γ,

°n'' t / = |
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F∏,r(x)=PW(0<x}5We prove that under conditions
1 x --φ(*>=y‰  f e 2ju-

inf 1>0j
and the maximal step of is equal to one for some Z(Z= 1, 2, ..., n)t the following inequality is valid: sup I Fn,r(x)-Φ(x)∣≤c/-?- + —J-=∖,

-∞<x<∞ ∖t У nt J
C being the constant.


