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ВведениеНастоящая работа посвящена изучению абелевой полугруппы, элементами которой являются изоморфные классы микропучков, а операция — уитниевская сумма.Понятие микропучка впервые ввел Милнор на Стокгольмском конгрессе [1] и потом подробно изложил в работе [2].Результаты § 1 § 2 не претендуют на новизну и лишь в удобной для нас форме излагаются хорошо известные вещи. Некоторые идеи § 3 и § 4 принадлежит Милнору, Вильямсону и др.В § 1 дается основное для всей работы понятие микропучка и приводятся примеры.В § 2 вводятся понятия отображения микропучков и индуцированного микропучка. Здесь формулируются некоторые предложения, касающиеся этих понятий.В § 3 определяются и изучаются операции с микропучками: сумма и тензорное произведение микропучков, имеющих одну и ту же базу; а также 



440 А. И. Матузявичюсопределяется композиция микропучков. Определения и результаты этого § используются в дальнейшем.§ 4 строются отображение ростков и корневые микропучки для доказательства соответственно теоремы гомотопии и теоремы о существовании обратного элемента. Понятия этого § могут быть применены и для других целей.В § 5, заключительном, содержатся результаты, касающиеся полугруппы микропучков и их классификации.По вопросу о применении этих результатов автор предполагает написать в ближайшем будущем отдельную статью.
§ 1. Понятие микропучка

1. Определение микропучка. Каждый микропучок представляет собой некоторую четверку (E, В, i, j), где i и j— непрерывные отображения составляют коммутативную диаграмму,

то есть, композиция
В—— -*-Е—---- УВудовлетворяет условию ji (b) = b для любой точки b ∈ В; Е и В — топологические пространства. Еще требуется, чтобы эта четверка (E, В, i, j) удовлетворяла условию локальной тривиальности; более подробно это означает, что для любых точек be В, i (b) ∈ Е существуют соответственно окрестности 

U⊂ В, K⊂E, удовлетворяющие следующим требованиям:1) ι([7)⊂ Г, j(V)<=-U,2) для V существует гомеоморфное отображение h на прямое произведение U × Rπ, которое включается в коммутативную диаграмму

Здесь Rn- «-мерное векторное пространство, а отображения q и р определяются формулами q (и) = (и, 0), р (и, r) = u для любых uetf, reRn.Мы будем обозначать такие четверки латинскими буквами, например, х = (Е, В, i, j) и будем называть В —базисным пространством, Е-пространством микропучка или тотальным пространством, i — инъекцией, j — проекцией, а число « — размерностью слоя j~1 (Ь); оно так же определяет 



Нестабильная полугруппа микропучков 441размерность микропучка и будем иногда обозначаться верхним индексом (например, хп).Для микропучка х = (Е, В, i, j) определим уменьшенный микропучок 
х' = (E', В, i, j∖e,), тотальное пространство Е' которого является окрестностью образа i (В) в пространстве Е.

2. Примеры микропучков. Стандартным тривиальным микропучком будем называть четверку (В × Rπ, Bi i, j), где естественные отображения i и j составляют диаграмму
В—----->BxRn-→Bи определяются формулами i(b) = (b, 0), j(b, r) = b для любых be В, reRn. Его мы будем обозначать en.Пусть ξ = (E, В, р) — векторный и —пучок [3] (т. е. косое произведение со слоем Rn, структурной группой которого является£общая линейная группа GL(n, Rn)^. Главным микропучком будем называть четверку (Е, В, с, р), где с: B→E-нулевая секущая поверхность, отображающая каждый ЬеВ в нулевой вектор векторного пространства Rfr=p~1(b). Этот микропучок будем обозначать [ξ].Касательным (тангенциальным) микропучком будем называть четверку 

(M×M, М, А, р). Здесь М-топологическое многообразие; Δ.M→M×M- диагональное отображение определим формулой ∆(m) = (m, m), где m∈Λf, и проекцию p .: М ×M→M- формулой p(mi m)=m. Обозначим этот микропучок tM.

§ 2. Общее описание микропучков

1. Отображение микропучков. Отображение микропучков f∖x,→xt где 
x, = (£', B,, i'9 j'), х = (Е, В, it j) — некоторые микропучки, есть такая пара отображений (fE>, f#),* чтоа) диаграмма

коммутативная,б) ∕f∩r-i(6z) есть линейное невырожденное отображение, для всех b,eB,. Если базы совпадают (B = B,)t получаем частный случай.Ясно, что имеет место
Предложение 2. 1. Композиция двух или несколько отображений микропучков является отображением.Пусть x1 = (E1, Д ι1, j1) и x2 = ½, Д ⅛ А)-Два микропучка с одной и 



442 А. И. Матузявичюстой же базой. Тогда два микропучка x1 и х2 называются изоморфными, если существует микропучок x3 = (Е3, В, i3, √3), который с микропучками x1 и 
х2 составляет коммутативную диаграмму,

где ha (α = 1,2) - гомеоморфное отображение Е3 на некоторую окрестность Kα⊂Eα образа ia(B).Изоморфизм дает отношение [эквивалентности; используя его, введем следующее определение.Микропучек называется тривиальным, если он изоморфный стандартному тривиальному микропучку.Используя это понятие, введем еще одно определение.Топологическое многообразие М называется паралледизуемым, если его касательный микропучок tM тривиальный.
2. Индуцированный микропучек. По данному микропучку х = (Е, В, i, j) и отображению fB>: B'→B построим другой микропучек x, = (Efi B'i i',j') и отображение микропучков f=(fE’, fB>). Пусть E' — подмножество прямого произведения B'×E, состоящее из всех таких пар (b', е), b,eB, ееЕ, что 

fB, {b')=j(e). Определим инъекцию В'—-—>Е' и проекцию Е' ——>B,, соответственно, соотношениями
i'(b')=(b', ifB.(b')], j'(b', e)=b'.Полученный микропучок x, будем называть индуцированным микропучком. Он с микропучком х составляет коммутативную диаграмму,

где fE. определяется формулой fE>(b', e) = e. Таким образом, получаем отображение ∕=(∕r,/в') микропучков x,→x. Индуцированный микропучок обозначим f*x, т. е. микропучку х над В однозначно соответствует микропучок /*х над В'.Имеет место следующее



Нестабильная полугруппа микропучков 443Предложение 2.2. Микропучок х и отображения fB>: B'→ В и gff>: B"→B' индуцируют изоморфные микропучки g*f*x и (jg)* х.Ясно, что это имеет место, так как тотальные пространства индуцированных микропучков состоят из троек (b", gB- (b"), e) , где b" ∈ В", e e E.Пусть микропучок х над В и подпространство A<^B. Определим часть 
микропучка х над А диаграммой
и обозначим ее х(А.Тогда легко получаемПредложение 2.3. Если /: B'→B- отображение вложения, тогда имеет место изоморфизм xIB,^f*x.В самом деле, тотальные пространства j~1(B') и E'cB'×E соответственно микропучков xjB, и /*х гомеоморфны, так как j~1(B,) состоит из таких 
ееЕ, для которых j(e) = b,, b, ∈ В'; а Е'— из таких пар (b', е), которые удовлетворяют то [же самое соответствие. Очевидно, что инъекции и проекции этих микропучков согласованны с гомеорфизмом.

3. Цилиндр отображения. В начале дадим определение конуса над пространством А. Конусом назовем множество Лх1^х0 и обозначим С А.Для любого (непрерывного) отображения f.A→B построим из топологической суммы пространств СА и В с помощью отождествления каждой точки (α, ∖)eCA^ a≡A с точкой /(а) некоторое пространство Cf, называемое ци
линдром отображения f (см. рис. 1).Естеств енная проекция р: (А × I) U B→Cp отображает гомеоморфно пространство В на некоторое замкнутое подпространство р(В) пространства Cf. Поэтому мы можем рассматривать пространство В как замкнутое подпространство пространства Cf. С другой стороны, отображение g∖ A→Cf, определенное формулой g(α)=p(α, 0), α∈Λ, отображает гомеоморфно пространство А на замкнутое подпространство р (А х 0) пространства Cf. Таким образом, пространство А также вкладывается в пространство Cf в качестве егоПространства А и В, рассматриваемые указанным способом как замкнутые (очевидно, непересекающиеся) подпространства пространства Cf мы будем называть соответственно нижним и верхним основанием цилиндра Cf.Если предположим, что А и В паракомпактны, то имеет место

Предложение 2.4. Микропучок х над В продолжается до микропучка над 
Cf iqtjφ и только тогда, когда индуцированный микропучок /*х тривиален.Доказательство. Так как композиция А — →В— →Cf является гомотопным отображением постоянному отображению, то из продолжения микропучка х над Cf следует, что f*x- тривиальный.Обратно, ввиду того, что В является ретрактом пространства Ви (А × I)

Рис. 1замкнутого подпространства.



А. И. Матузявичюс(где любая пара (а, 1)eA×I отождествляется с f(a)εВ), то х можно продолжить до некоторого микропучка x1 над В и (А к /)• Из того, что и f*x тривиальный, следует, что и х1/Лх0 тривиален. Отсюда, очевидно, получаем, что их r . тривиален. Тогда некоторое подмножество тотального прост-∣M×[o,1]ранства микропучка х . отображается гомеоморфно на А × [θ, -į-1 × Rn.,M×[°. į] L 2 JПространство Cf получается из В и (А × I) стягиванием А × 0 в точку после чего тотальное пространство микропучка х . перейдет в тоталь-∣Mχ[o, 5] ное пространство искомого микропучка над базой Cf.

§ 3. Операции над микропучками

1. Уитниевская сумма микропучков. Пусть x1 = (E1, В, i1, √1), и x2 = (E2t 
В, ⅛ j2)-ppa микропучка с одной и той же базой В. Уитниевской суммой этих микропучков называется микропучок (£, В, ii j1), который обозначим x1 + x2*>. Здесь пространство Е представляет собой подмножество произведения E1×E2, состоящее из пар (e1, е2) удовлетворяющих условию jι(e1)=j2(e2), инъекция i и проекция j определяется соответственно формулами i(b) = = (h (£), ⅛ (£)) и J (*ι, e2) = j1 (e1) = j2 (e2). Локальная тривиальность легко проверяется.Уитниевскую сумму можно определить и иным способом. Пусть х = 
= (Е, В, i, j) и x' = (E', B'y i', j') — два микропучка с базами В и В'. Тогда определяется прямое произведение этих микропучков

x×x, = (E×E,, B× B'y i × i,, j × j,).Если B = B,y то определено диагональное вложение А: B→B× В, где Δ(Z>) = 
= (b, Ь). Это отображение А и прямое произведение x×x' индуцируют микропучок ∆*(x×x'). Легко видеть, что микропучек А* (x×x') изоморфный определенной выше уитниевской сумме x + x,.

2. Композиция микропучков. Пусть х = (Е, В, i, j) и у = (Ё, E, i , j) — два микропучка, причем базой второго микропучка, служит тотальное пространство Е первого. Определим композицию этих микропучков
yox = (E, В, ioi, Joj).Ясно, что у oχ является микропучком. Эти микропучки составляют коммута-

’) По техническим причинам мы отказываемся от стандартного обозначения



Нестабильная полугруппа микропучков 445Покажем, что для любых таких микропучков имеет местоПредложение 3.1. Уитниевская сумма x1 + x2 микропучков x1 = (E1, В, ∕1,y1) и χ2 = (Ez> ⅛, Л) является композицией ∕oχ1 микропучков x1 и х' = = (E', E1, Г, /), гДе x'~ микропучок, индуцированный проекцией J1 и микропучком х2, то есть имеет место соотношениеx'°x1 = x1 + xa.Доказательство. Рассмотрим коммутативную диаграмму

Из определения композиции и уитниевской суммы микропучков имеем х'о *, = (£', В, i,oi1, j1°j'),

Xι + xl = (E', В, i, j).Инъекции и проекции этих микропучков также совпадают. Действительно, i'°iι(⅛) = (∣ι(*), ⅛Λ'ι(*)) = ('ι(*). ⅛(⅛)) = '(*). A.√'(⅛. e2)=j1{el)=j(e1, е2).Предложение 3.2. Имеет место соотношение X'°X1=X"OX2,где х” — микропучок индуцированный проекцией j2 и микропучком x1. Для доказательства предложения достаточно показать, что инъекции и проекции микропучков x' ° x1 и
x"°x2 = (E', В, in°i2f j20Γ) совпадают.В самом деле, 

i' о il (b) = (i1 (Z>), i2jl i1 (⅛)) = (i2 (⅛), i1j2 i2 (Ь)) = = Γ°i2(*). Λ°∕(⅛ e2)=j1(e1)=j2(e2)=j2°j"(e1, е2).Сравнивая предложения 3.1 и 3.2, получаемСледствие 3.3. Уитниевская сумма коммутативная, т. е.
x1 + χ2 = Х2 + χι∙Нетрудно видеть, что уитниевская сумма также и ассоциативна.
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3. Тензорное произведение микропучков. Пусть как и выше два микропучка x1 и х2 с общей базой В. ^Тогда над B×B возникает микропучок 
x1 × х2, слоем которого является тензорное произведение слоев. Полагаемx1 × x2 = Δ* (x1 х х2)и получаем тензорное произведение микропучков с той же базой В.Используя канонические изоморфизмы ([5], гл. III) для трех микропучков x1, х2 и х3, над одной базой можно доказать следующие изоморфизмы:(x1 × x2) ×x3½x1× (х2 х х3),

X1 X X2 ~ X2 X х1,

(Xi + X2) ×x3 = (X1 × хз) + (x2 × *з)-

§ 4. Отображение ростков над микропучками

1. Отображение ростков. Пусть имеем две пары топологических пространств (У, А) и (У, В), где A<≡X и B<≡Y. Обозначим Uf такую окрестность, подпространства А в X, что отображение f переводит пару (Uf, А) в пару (У, 
В). Два такие отображения f и f назовем эквивалентными, если и только если существует достаточно малая окрестность V подпространства А в X, что- 
f∖v ~f∖VДля двух пар (X, А) и (У, В) отображением ростков называется эквивалентный класс таких отображений {∕}=F, его в дальнейшем будем обозначать

F:(X, A)=÷(Y, В).Отображение ростков F называется гомеоморфизмом ростков, если существует такое отображение ростков
G.(Y, B=+(X, А),что композиция GF

(X, A)^*ζY~B)=S=+(X, А)будет тождественным отображением пары (X, А). Ясно, что F [будет гомеоморфизмом ростков тогда и только тогда, когда представитель feF отображает гомеоморфно окрестность подпространства А в X на некоторую окрестность подпространства В в У.Пусть имеем микропучек х = (E, В, i, j). Проекция j: E→B микропучка 
х определяет отображение ростков (Е, iB)=+(B, В), которое обозначим J и назовем проекцией ростков микропучка х. В дальнейшем для более короткой записи введем следующие сокращения: пару (В, В) обозначим В и 2? —отождествим с образом iB. Тогда получим J:(E, B)=+B.Пусть х' — второй микропучек над В, проекцию ростков которого обозначим J': (E', В)—^В.Для двух микропучков х и х' изоморфизмом ростков называется гомеоморфизм ростков F:(£, B)=+(E', В),который сохраняет слой, т. е. J'F=J.Нетрудно видеть, что существует изоморфизм ростков двух микро



Нестабильная полугруппа микропучков 447пучков х н x, тогда и только тогда, когда эти микропучки изоморфны в ранее определенном смысле.Теперь отображение ростков обобщим для микропучков х и х' с различными базами соответственно В и В', но, как и раньше, слои имеют одинаковую размерность.Отображением ростков для х и x, будем называть такое F: (E,B)=+(E', 
В'), для которого существует окрестность V базы В в Uf такая, что отображение f g F переводит каждый слой j~1(b)C∖ V только одним способом в некоторый слой j,~1(b,). Это коротко обозначим F: xr=÷x'.Получаем коммутативную диаграмму

в

т

вТаким образом, отображение F/B накрывается отображением ростков 
F : x^=>x'.2. Теорема гомотопии. В начале сформулируем леммы 4.1, 4.5 и 4.6, которые нам будут нужны в дальнейшем. Мы укажем здесь только идеи доказательств, а подробные доказательства содержатся в работе [3].Лемма 4.1. Пуешь F: х =+x, — отображение ростков для микропучков 
х и x, с одинаковым базисом накрывает тождественное отображение B→B, 
тогда F—является изоморфизмом ростков.Нетрудно видеть, что можно выбрать достаточно малую окрестность V для feF, чтобы f сохраняло слои. Тогда для i(b) существует окрестность 
Vį в V такая, что f гомеоморфно отображает ее на открытое множество ∕(PJ)⊂2Γ'. Пусть V,= и V'b — объединение этих окрестностей. Итак, получаем, что f отображает гомеоморфно V' на f(V,). Это и доказывает лемму.Следствие 4.2. Микропучки, индуцированные изоморфными микропучками, изоморфны.Следствие 4.3. Если отображение g: B→B накрывается отображением ростков χ=>χ,i то х изоморфный индуцированному микропучку g*x.Пусть микропучки [х = (£, В, i, j) и x' = (E', B,, i', j') связаны отображением g, = (gε, gB). Тогда отображение микропучков g,: x→x, определяет отображение ростков x=>x'. Таким образом, из следствия 4.3 следуетСледствие 4.4. Микропучек х изоморфный индуцированному микропучку

Лемма 4.5. Пусть х микропучек над В и {Bα} локально конечная сис
тема подмножеств множеств, покрывающих В. Если Fa: х/в =÷y такое 
отображение ростков, что Fa∣BanB^ = Fβ∣BanB^ для любых а. и β, тогда 
существует отображение ростков F: х —у, которое является продолже
нием Fa.



448 А. И. МатузявичюсПредположим, что Λ∕rαβ=∕p∕∏αβ, где/аеЕа, ∕β∈Eβ, а Kaβ - окрестность 
Ba ∩ Bβ в Kct ∩ Kβ. Пусть множество V состоит из таких е ∈ Е, что для любых a, β имеем: 1) еслиу(е)еВа, тогда e∈Fβ, 2) если j(e)∈Ba∩Bβ, тогда e∈ Γaβ. Ясно, что все такие отображения ∕a определяют отображение 
f∖U→E', которое является представителем отображения ростков Fιx~^y.

Лемма 4.6. Пусть х микропучек над B×I, где В паракомпактное 
пространство, тогда естественное отображение г: В × I→B × 1 накрывает
ся отображением ростков x=+x'iBxį.Доказательство нетрудно получить, используя лемму 4.5.Из следствия 4.4 и леммы 4.6 немедленно вытекает

Следствие 4.7. «Любой микропучок х над B×I изоморфный индуцированному микропучку r*XjBxVТеперь нетрудно получить важную теорему гомотопии.
Теорема 4.8. Пусть х —микропучок над В, В' — некоторое паракомпакт

ное пространство, a f0 и f 1- гомотопные между собой отображения прост
ранства В' в пространство В. Тогда индуцированные микропучки ∕0*x и ffx 
изоморфны.Действительно, непрерывная гомотопия ft (0 ≤ t ≤ 1), связывающая отображения /0 и f1, определяет отображение φ-.B'×I→B формулой φ(x, t)=ft(x). Это отображение индуцирует микропучок φ*x над B'×I. Согласно лемме 4.6 существует отображение ростков φ*χ=÷φ*x^,χ p которое накрывает естественное отображение B, × I— → В' × 1. Но тогда, с одной стороны, φ**∕jr× 1 ξ∕**, а с другой стороны, φ*x^,χ0^∕<fcx. Таким образом, получаем изоморфизм ростков ∕0*x=÷∕*χ. Теорема доказана.

Следствие 4.9. Если В — паракомпактное и стягиваемо по себе в точку пространство, то любой микропучок над В тривиален.Тождественное отображение пространства В на себя индуцирует микропучок изоморфный данному, а постоянное отображение индуцирует тривиальный микропучок. Поэтому утверждение следует из теоремы 4.8.
3. Микроподпучки и фактормикропучки. Пусть х=(Е, В, i, j) — микропучек. Возьмем подпространство Ё<^Е, для которого х индуцирует структуру микропучка, тогда (Ё, В, i, j∣J) назовем микроподпучком и обозначим х/в.Для микропучка х и микроподпучка х/в соответственно имеем проекции ростков J.(E, B)=+B hJ, .(E, B)=+B. Тогда, очевидно, отображение вложения (Ё, B)→(E, В) определяет отображение ростков (Ё, В) =->(£, В), которое накрывает отображение вложения В—→B. Следовательно, согласно следствию 4.3, микропучок x∣b изоморфный индуцированному микропучку вышеуказанным вложением.Пусть имеем другой микропучок x, = (E', В, i', j,). Отображение микропучков f: x,→x называется мономорфизмом (соответственно эпиморфизмом), если отображение ростков (E', B)=÷(E, В) взаимно однозначное (соответственно отображает на Е, т. е. представитель f≡F отображает Uf окрестность ГВ в Е' на пространство Е).
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Лемма 4.10. Если f,.x'→x мономорфизм, тогда микропучок ∖f(E,), В, i, 

J∣f(Er)^ изоморфный микропучку x,.Доказательство. По определению микропучка для окрестностей 
U<≡B и V<∑E имеем коммутативную диаграмму

Отображение / слой микропучка x, отображает на часть слоя микропучка х. Дополнение к образу для стандартного слоя обозначим R,. Получаем произведение U × R, ⊂ U × R, которое гомеоморфное окрестности V ⊂ V. Такие ок-

Получаем микропучок x = (E, Bf i, j). Теперь возьмем уитниевскую сумму 
x, + х. Далее определим отображение микропучков φ : x, + x→x формулой φ(e', ё) =f (e')+g (ё), где g∙.E→E вложение. Отображение микропучков φ определяет отображение ростков Ф, которое вместе с проекциями ростков J и 
J' соответственно для микропучков х и x, составляет коммутативную диаграмму

(E(x'+x),βJ⅛⅛(E,βJ

ТJ
V 
вПо построению отображение Φ∣b — тождественное, поэтому согласно лемме 4.1 микропучки х' + х и х изоморфны. Так как то f(E,) является тотальным пространством микроподпучка микропучка x' + xt≥x. В заключение доказательства отметим, что из мономорфности отрбражения f ιx,→x следует, что оно гомеоморфно отображает E, в тотальное пространство f(E,). Это означает, что для него построенное отображение ростков (E', B)=÷(∕(E,), в) будет гомеоморфизмом. Таким образом, соответствующие микропучки будут изоморфными.
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Лемма 4.11. Пусть f∖ x'→x — отображение микропучков, тогда образ 
f(x,) является микроподпучком микропучка х.Доказательство. Возьмем коммутативную диаграмму окрестностей микропучка xf.

Здесь V"= V'∣κcrfny.∙ Очевидно, для таких окрестностей получаем микропучок 
x" = {En, В, i", j"). Тогда имеем композицию отображений микропучков

x"-→f(x")-→x,которую обозначим φ = i°f. Отображение по построению будет мономорфизмом, поэтому согласно лемме 4.10 φ(x") является микроподпучком микропучка х. Но так как размерности слоев локально одинаковы для микропучков φ(x") и f(x'), то получаем φ (x") =∕ (x'). Лемма доказана.Так же нетрудно видеть, что имеет место
Лемма 4.12. Ядро отображения f является микроподпучком микропуч

ка x,.Пусть x/ž микроподпучок микропучка х, тогда фактормикропучком будем называть такой микропучок х/Х/_, который включается в точную диаграмму 0----- >x.-=,-→x ——>x∣x-------->0,IE ∣x∣eт. е. существуют такие отображения f и g, что f является мономорфизмом, a g-эпиморфизмом.Из определения фактормикропучка вытекает, что коядро отображения f является фактормикропучком
4. Корневые микропучки. Пусть В — пространство с отмеченной базисной точкой b0eB. Корневым микропучком над В называется такой микропучок, для которого существует специальный изоморфизм ростков Ψ: х/ь#=-> ejo, где п — размерность микропучка х, а enb -стандартный тривиальный микропу- чек над Z>o. Два корневые микропучка х' и *х над В изоморфны, если существует изоморфизм ростков x' =÷x, который является продолжением изоморфизма ростков Ψ-1Ψr x*6o=-÷x∕⅛o.Теперь рассмотрим одинаковой размерности два корневых микропучка х и у с базисными пространствами соответственно А и В. Пусть Av В букет пространств А и В, т. е. сумма А и В с отождествлением базисных точек 

atjeA и Z>0∈B.



Нестабильная полугруппа микропучков 451Тогда получаем микропучок х v у над Av В при помощи изоморфизмов ростков
x∣ae =÷ enao = enbo ÷= yib0.Далее, пусть B = SX=(X× [0,1])/(У × (0,1) и x0 × [0,1] и отображение Ψ: B→B v В получается стягиванием X × ~ ⊂ В по себе в точку. Тогда два одинаковой размерности корневых микропучка х и у над В можно представить как индуцированные микропучки Ψ*(xvj>).

Предложение 4.13. Пусть е" — тривиальный микропучок над B = SX. Тогда Т* (х v e^) = Т* (env x)½ х.Действительно, если первое ,,слагаемое“ В v В отождествим с В, а второе - стянем в точку b0, то получим отображение c.BvB→B. Тогда 
c*x½xven. Но композиция cΨ: B→B гомотопная тождественному. Следовательно, Ψ* (х v eπ) ½ Ψ*c*x ≈ х.

Предложение 4.14. Пусть r∖B→B автоморфизм определяемый при помощи соответствия (х, t)→(x, 1 -1), где B = SX. Тогда Т* (х v r*x) — тривиальный.В самом деле, пусть отображение f∖Bv B→B [совпадает с тождественным для первого „слагаемого“ и с г —для второго. Тогда fyY,.B→B гомотопен постоянному отображению, поэтомуΨ* (х V r*x) = Ψ*∕*x = ⅛∙Вообще для любой базы неизвестно коммутативная или нет уитниевская сумма корневых микропучков. Но, если база вполне регулярное пространство, то имеет место [2]
Лемма 4.15. Уитниевская сумма х + еПв коммутативная.Теперь имеет место важная для нас
Лемма 4.16. Пусть В = SX —вполне регулярное пространство, ах и у— 

два корневых микропучка над В одинаковой размерности. Тогда Ψ*(xvy)+ 
+ enB½x+y.Доказательство. Так как у + е^е+у, то имеем •Т* ((x÷e) v(j + e)j≈Ψ*((x + e) v(e+j)j .Используя имеющий место изоморфизм(x + x') v(j>+j')ξ(* v j) + (x' v у')для любых корневых микропучков х, х', у и у', получаем

Ψ* (xvy) + (eve)½ Ψ* (х v у) + е.Так как Ψ*((xve) + (e vy))^x+y, то вытекает Ψ* (х V y) + eπ½x+y.Следствие 4.17. Пусть В —букет [сфер конечного или бесконечного порядка. Если г: B→B отображает каждую сферу букета на себя со степенью -1, тогда для любого микропучка х над В сумма x + r*x- тривиальна.В заключение этого § докажем важную теорему.
Теорема 4.18. Для любого микропучка х над конечной размерности 
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симплициальным комплексом существует обратный микропучок, т. е. такой 
микропучок х', что уитниевская сумма х + х' является тривиальным мик
ропучком.Доказательство проводится по индукции относительно размерностей базиса. Если п = 0, то х будет сам тривиальный и поэтому Теорема верна. Пусть п = 1, тогда любая компонента базиса В [имеет гомотопический тип букета окружностей и поэтому в этом случае теорема следует из следствия 4.17.Теперь проведем индукцию на «-ом шаге. Пусть Bn~1 -(n- 1) - мерный остов базиса В. Тогда по индукции предполагаем, [что существует такой микропучок x, 1Вп~\, чтобы (x + x')∕β∏-ι был тривиален.Пусть е" — тривиальный микропучок над Bn~1. Мы, прежде всего, рассмотрим такой микропучок x' + e/fi„_i, который продолжается до некоторого микропучка yjB„. Из предложения 2.4 вытекает, что микропучок, заданный на Bn~1, можно продолжить на «-мерный симплекс σ", если и только если он на границе oσ" будет тривиален. Но, микропучок х/эо„-тривиален.Так как оба микропучка (x, + х))ЭоП и (x' + е)/эо„ будут тривиальны, то они между собой изоморфны. Следовательно, микропучок х'+е можем продолжить над любым симплексом σn. Поступая так со всеми симплексами, получаем (x' + е)1вп=у1вп.Теперь рассмотрим комплекс Вп и CBn~1. Так как (х+у)/вп_1 тривиальный, то согласно предложению 2.4 получаем, что х+у продолжается до некоторого микропучка у' над Вп и CBπ~1. Но, Вп и CBπ~1 имеет тот же гомотопический тип как и букет «-мерных сфер. Следовательно, из следствия 4.17 получаем, что существует микропучок r*y, над Вп и CBn~1 такой, что / + r*y, является тривиальным. Таким образом, получаем, что и х +у + (г*у'1в„) является тривиальным микропучком. Это и заканчивает индукцию.

§ 5. Полугруппа и классификация микропучков

1. Полугруппа микропучков. Обозначим (х) изоморфный класс, представителем которого является микропучок х над В. Множество таких классов обозначим W(B) и, наконец, подмножество, состоящее из изоморфных классов «-мерных микропучков над В обозначим Wπ(B).Множество W(B) является абелевой полугруппой относительно операции +, так как ассоциативность и коммутативность вытекают из ассоциативности и коммутативности уитниевской суммы.Отображение f: B→A определяет отображение полугрупп /*: W(A)→W(B), сопоставляя любому классу (х), класс (f*x) которого определяет индуцированный микропучок f*x.
Лемма 5.1. Если f.B→A гомотопическая эквивалентность, тогда отоб

ражение f*∙.W(A)→W(B) биективно.Доказательство. Из определения гомотопической эквивалентности следует существование такого отображения g: A→B, что составные отображения gf и fg являются гомотопными тождественным отображениям в себя соответственно пространств В и А. Эти отображения индуцируют следующие тождественные отображения полугрупп
U'(A)^→Π'(A),



Нестабильная полугруппа микропучков 453Но согласно предложению 2.2 имеем (g∕)*=∕*g* и. 0⅛)*=g*∕*∙ Таким обра- зом, Ker/* состоит только из класса, определяемого тривиальным микропуч- ком и Im∕*=FΓ(B). Это и доказывает лемму.Пусть х=(Е, В, i, j}—такой микропучок, что ограничение его над замкнутым подпространством A<=-B является тривиальные микропучком, т. е. 
x∣A≈e, где е — стандартный тривиальный микропучок над А. Теперь рассмотрим диаграмму

E1a-→A × R-^-→R,где р — естественное отображение, a h — гомеоморфизм, осуществляющий изоморфизм микропучков x∕a = е, его в дальнейшем будем называть тривиализа- 
цией микропучка х над А.Теперь определим в пространстве E∣a признак эквивалентности следующим образом: две точки е и е' из E∣a будем считать эквивалентными (e~e,) тогда и только тогда, когда ph (е) = ph (e'). Тождественно продолжим эту эквивалентность на пространство EfBjA. Обозначим E∕a пространство Е профакторизо- ванное по вышеуказанному признаку эквивалентности. Тогда имеет место

Лемма 5.2. E∣h является тотальным пространством микропучка

x∣I, = (e∣1,∙ В'А’ i'∙ J")-В самом деле, согласно лемме 4.5 нетрудно видеть, что ограничение микропучка х над некоторой окрестностью U подпространства А в В остается тривиальным, т. е. существует гомеоморфизмЕ/п——>U×R. Он в свою очередь индуцирует гомеоморфизм (E∣u)l-→U∣A× R. Таким образом, для точки 
A∣AeB∣A существует окрестность U/А, которая удовлетворяет условию локальной тривиальности. Проекция и инъекция микропучка определяется естественно.

Лемма 5.3. Пусть h0 и h1 гомотопные тривиализации микропучка х 
над А, тогда микропучки xjh° и х** изоморфны.Доказательство. Рассмотрим микропучок

x×I≈(E×I, B×I, it, jt), полученный из х с помощью ,,умножения“ на I. Отображения h0 и h1 индуцируют тривиализацию h микропучка на x×I над А ×1<≡B×I. Иными словами, получаем микропучок
(x × ⅜ = (<£ × ‰ (В × γ)∣a × 1> i∣> J'') ■Теперь естественное отображение f; B∣A × I→B × I∣A × I и микропучок (х × 7)y- индуцируют микропучок f*(x×I)β над B∣A×I. Ограничениями этого микропучка над В/А х 0 и B∣А × 1 являются соответственно микропучки х/А# и xfh^ Далее, согласно теореме 4.8, лемма доказана.

Лемма 5.4. Пусть A<≡B замкнутое стягиваемое подпространство. 
Тогда естественное отображение f.B→B∣A индуцирует биекцию

f*ιW(B∣A)→W(B).Доказательство. Если х микропучок над В, тогда согласно следствию 4.9 получаем тривиальный микропучок xįA. Таким образом, имеем



454 А. И. Матузявичюстривиализацию h : E1a→A× R. Но две такие тривиализации отличаются только автоморфизмом A×R , т. е. отображением A→GL(R). Так как GL(R) = 
= GL(n, С)—связанная и А — стягиваемое, то все такие отображения между собой гомотопны. Следовательно, согласно лемме . 5.3 они определяют только один изоморфный класс (х/А). Сопоставление изоморфного класса микропучков над В (x)∈ W(B) с вышеуказанным классом (х/А)е W(B∣A) дает отображение 
W∖B)→W(B∣A), которое, очевидно, является отображением обратным отображению /*. Лемма доказана.На протяжении всего параграфа мы будем предполагать, что база микропучка паракомпактное, а слой комплексное векторное пространство. Обозначим B=B1 и В2 и А =B1 ∩ В2.

Лемма 5.5. Пусть x1 = (E1, B1, z1, j1) и x2 = (E2, B2t i2,j<^-∂βa микропуч- 
каи/\хх1^х21А изоморфизм микропучков. Тогда имеем микропучок x1∖)x2 = 
= (Е, В, i, j).Доказательство. Тотальное пространство Е получим из суммы ⅞U⅞, отождествляя точки e1∈Γιz^ и (e1) еЕ2/л. Тогда определим инъекцию 
/: B→E и проекцию j : E→B соответственно формулам∣i1(⅛ b≡B1∖A i(⅛) = j⅛(⅛). beBi∖A 

[i1(b) = i2(b), be А,

Jι(e), ееЕ1\ЕуА

J(b) = h{e), ееЕ2\Е2/л . A («) =hfEwt (е), ееЕил = Е21А.Для окрестности VcEib^a условие локальной тривиальности удовлетво" ряется, так как Е1/В{А= Е1/В[л и E21b^a, а для Ei1jλa и Е2/В[а оно имеет место.Теперь пусть окрестность F1⊂E1 пересекается с Ei1a, тогда существует гомеоморфизм h1: V1→ U1 × С, ограничение которого на Е]/А дает гомеоморфизм : V1 dj∖^x (A)→U1 ∩A×C. Так как точки e1 ≡E11a, ∕eia (e1) ∈ K1∩∩JΓ1(^) отождествлены, то гомеоморфизм hį/E^ определяет гомеоморфизм : K1∩Ji^1.G4)→C⅞ ∩ Λ))× С. Согласно лемме 4.5 гомеоморфизм h2ĮE^ можно продолжить до гомеоморфизма h2: V2→ U2 × С, где V2 окрестность в 
Е2. Пара гомеоморфизмов h1 и h2 индуцирует гомеоморфизм

h : V1 U K2→(C∕1 U U2) × С.Это и доказывает лемму.Укажем некоторые следствия леммы.
Следствие 5.6. Пусть х' микропучок над В и Ei = Е/в (i = 1, 2), тогда тождественное отображение 1Л: Ex1a→E21a определяет изоморфизм 1a÷xim→ 

→x21a и построенный с помощью 1А микропучок x1u⅞ изоморфный x,.
lA

Следствие 5.7. Если φi: xl∙→x1∙ изоморфизм микропучков над Bi и ∕'φ1 = = Фа/, тогда x1 и fx2 ≤ ⅛ и f, x'2.
Следствие 5.8. Пусть (xi, /) и (x'h f,) - две пары микропучков над Bi с изоморфизмами над А, тогда(x1 и fx2) + (x'1 и рх2) = x1 + x{ U x2 + x,2,

f+f,(x1 и x2) × (x'1 и x2) ½x1× х{ U x2 × х2.
f ∕' f×Γ
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Лемма 5.9. Изоморфные классы (x1 и х2) зависят только от гомотопи- 

f 
ческих классов изоморфизмов f: x1∣a→x2∣a∙Доказательство. Пусть имеем [гомотопический класс (/) изоморфизмов x1∣a→x2∣a- Естественная проекция р ∖Bi×I→Bi индуцирует микропучки Р*х}1Ах1 и P*x21a×γ а гомотопический класс изоморфизмов (/) определяет изоморфизм

f∙P*xIIΛ×1-^P*x2IΛ×ΓОпределим формулой φt(b) = b×t гомотопию φt∖B→B×I, которая с изоморфизмом F индуцирует изоморфизм ft: xx1a→x2ia∙ Тогда x1 и x2^φr*(p*x1 иp*x2).Λ fТак как φ0 и φ1 между собой гомотопны, то из теоремы 4.8 вытекает, что x1 U x2 = x1 U х2. Лемма доказана.
/о /1

2. Теорема классификации. Будем обозначать множество гомотопических классов отображения B→A через [В, А]. Пусть B = SA = C1 (А) и C2(Λ), где 
C1(Λ)=Λ×[θ, 4]∕'4×Λ C2(Λ) = Λ×[4, i]m×λ Тогда, очевидно, C1(A) п C2(A) = A. Теперь докажем лемму.

Лемма 5.10. Для любого А имеет место естественный изоморфизм 
Wπ(SA)½[A, GL(n, С)].Доказательство. Пусть хл - и-мерный микропучок над S А. Так как 
C1(A) и C2(A) стягиваемые, то микропучки Х"СЛА) и xI,guj-тривиальны, иначе говоря, существует изоморфизм микропучковΨ,.^ς.w→Ci(4)xC (1 = 1, 2).Тогда автоморфизм (Ψ1 ι a oΨ~1J: А × C→A × С определяет отображение 
A→GL(n, С). Очевидно, изоморфные микропучки определяют [гомотопные отображения. Поэтому получаем отображение Т: Wπ(SA)→[A, GL(n, С)].С другой стороны, если имеем гомотопные отображения A→GL(n, С), то они индуцируют гомотопные тривиализации h0 и h1 микропучка хл над А, а тогда согласно лемме 5.3 микропучки хлА и хлЛ1 изоморфны. Далее продолжим эти микропучки над SA. Таким образом, получим отображение φr [At 
GL(n, C)]→fFn(SA), которое, как видно из построения, обратное отображению Ψ. Лемма доказана.Пусть Gn (С) — многообразие Грассмана, точками которого являются подпространства коразмерности п пространства С, проходящие через начало координат. Хотя Gn(C) не является метрическим пространством, но] оно регулярно и является объединением четного числа своих компактных подмножеств Gq ⊂ G1 ⊂ ... Gn, поэтому оно паракомпактно.Далее возьмем стандартный тривиальный микропучок е над Gn(C) с тотальным пространством Gn (С) × С. Определим микроподпучок x' = e∣ e, микропучка е, тотальное пространство Е' [которого состоит из таких пар ⅛, с)> что reg, где geGπ(C), сеС. Тогда фактормикропучок е/х' над Gn (С) с тотальным пространством ^Gn(C)×Cj∣E, будем называть „универсальным“ микропучком над Gπ(C).



456 А. И. МатузявичюсЕсли х любой микропучок над В с тотальным пространством Е, тогда нетрудно видеть, что существует эпиморфизм В × R→E, который индуцирует отображение f∙.B→Gn(C). Универсальный микропучок и отображение f в свою очередь индуцируют микропучок f*x над В. Очевидно, имеет место изоморфизм f*x½x.Теперь рассмотрим естественную проекцию Cm→Cm~∖ которую [определим соответствием (z1, ..., zm)→(z1.. .zm-1). Следовательно, получим непрерывное отображение ΨιGn(C'"-1)→Gπ(Cm).Таким образом, если х(т) универсальный микропучок над G„ (Cm), тогда ψ*⅛>≡⅛-ll.Теорема 5.11. Для любого микропучка х(т) над паракомпактной базой 
В и для отображения fιB→Gn(Cm) соответствие f→f*X(my индуцирует 
изоморфизм [В, Gλ(C",)]→1Fz,(B).Доказательство. Построим обратное отображение. ’Для [микропучка х(ш) существует эпиморфизм φ: В × Cm→E, который индуцирует отображение f: B→Gn (Cm). Нам необходимо показать, что гомотопический класс (/) для достаточно большого т, не зависит от отображения <р.В самом деле, пусть φi :Вх Cmi→E- два эпиморфизма (ι = l, 2), которые индуцируют отображения f'i : B→Gn(Cmi). Определим эпиморфизм Ψf: В × Cmι × Cm2→E формулой4Fr(¼ v1, ⅜) = (1-0<Pι(^ ¾) + *P8(¼ ⅜), индуцирующей отображение ft: B→Gn (Cmι + Cmζ). Если отождествим C"1 + 
Cm> с Cmι+ma при помощи соответствия (z1, .. .zm ) + (z'i, ... z'mt)→(z1, ..., zm, z,l... z;,), тогда f<,=gofo', f1 = Tg1f{, где ^iιG.(C'"<)→Gn(C'π*+'n')-ecτecτ- венное вложение, Т: G„ (Cmι+m*)→Gn (Cmi +m≡) — отображение, индуцированное перестановкой координат в пространстве Cmi+m*. Оно гомотопное тождественному отображению. Таким образом, g1∕1, гомотопное отображению f1 и следовательно g0f{i. Это и требовалось доказать.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 16.11.1967
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NESTABILŪS MIKROIŠSLUOKSNIAVIMŲ PUSGRUPIS

A. MATUZEVICIUS
(Reziumė)Darbe nagrinėjamas Abelio. pusgrupis, kurio elementais yra mikroišsluoksniavimų izomorfinės klasės, o operacija — Uitnėjo suma. Pasinaudojus šios pusgrupės savybėmis pateikiama mikroišsluoksniavimų klasifikacija.
N1CHT-STABILISCHE HALBGRUPPE VON MIKROBÜNDELN

A. MATUZEVICIUS
(Zusammenfassung)In der vorliegenden Arbeit betrachten wir eine abelische Halbgruppe von der Elementen, die isomorphische Klassen von Mikrobündeln, sind. Operation der whitneysche Summe definiert eine algebraische Struktur. Aus grundlegenden Eigenschaften dieser Halbgruppe folgt eine Klassifikation von Mikrobündeln.




