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ПОВЕДЕНИЕ ГОЛОМОРФНОЙ В КРУГЕ ФУНКЦИИ 
ПРИ БОЛЬШИХ ЗНАЧЕНИЯХ ЕЕ МОДУЛЯ

А. В. НАГЯЛЕ

ВведениеС целью исследования свойств аналитических решений алгебраических дифференциальных уравнений, Виман положил начало общей теории поведения целых трансцендентных функций и их производных при больших значениях их модулей. Валирон изучал те же вопросы и для функций, голоморфных в конечном круге (см. [3]). Важнейшими понятиями в этой теории являются максимальный член μ(r, /) функции
∕(z)=∑c-z" (1) 

л=0и центральный индекс v (г, /). Максимальным членом ряда (1) мы называем величину μ(r, /) = max Į сл Į rn.
n½0Только конечное число членов (в случае целой функции) последовательности {Į cn I rn} могут принимать значение μ (г, /) при данном г. Максимальный индекс, среди этих ∣ cm ∣ rm, равных μ (г, /), мы определяем как центральный индекс v (г, f) ряда (1), так что

1с»<г.л1'''’<г,/)=и(''. /)•Валирон проводил свои исследования, пользуясь стандартным рядом, с помощью которого он строил мажорантные ряды для сравнения с модулем данной функции (1).Валирон доказал справедливость следующего утверждения: пусть f (z) — голоморфная функция положительного порядка в круге ∖z∖ < 1 (т. е. функция, максимум модуля которой Λf(r), удовлетворяет условию
и условию

j⅛⅛lnM(r)^p>0∖ 
r→l 1т, - 'ln 1—гТогда существует такая последовательность значений {rj}; rj↑ 1, что во всех точках окружности ∣z∣ = r, в которых одно из чисел l∕(z)l, ∣v∕'(z)∣............... I (v),∕wω I; [v=v(r,∕)]
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более чем v"γΛ∕(r, /), при /и=1, 2, 3, .. .q имеем:∕<"0(z) = [l+εnj(z)] f (z),причем εm(z) равномерно стремится к нулю, когда г стремится к своему пределу; и γ - положительное число, зависящее от q и р.В настоящей работе рассматривается голоморфная в круге ∣ z | < 1 функция ∕(z) в окрестностях точек, в которых значения модуля близки к M(r,f) на концентрических окружностях |z|=r:∣∕(ζ)∣= max ∖f(z)∖ = M(r,f).Полученные нами результаты в некоторых отношениях уточняют теорему Валирона. Так, например, при дополнительных предложениях относительно порядка функции в круге радиуса R, в формулах Вимана—Валирона (см. [3]) при переходе к пределу следует пропускать на отрезке [О, А] не более, чем последовательность интервалов E с
ЕВ настоящей работе мы принимаем метод, предложенный Ш. Слфелицем, в котором важным инструментом является теорема Бореля—Неванлинна (см. [2]) о возрастающих функциях. Эта теорема нетрудно переносится на функции, определенные на конечном отрезке. Вместо центрального индекса v (г, /) вводим другую функцию, которая не связана непосредственно с центральным индексом тейлоровского разложения (1), а непосредственно связана с максимумом модуля изучаемой функции. Исследование при больших значениях модуля производится нами локально.

§ 1. Вспомогательные предложения1. Приведём сначала известную теорему Р. Неванлинна (см. [2]), которая является обобщением леммы Э. Бореля (см. [1]).
Теорема А. Пусть А (х) > О — неубывающая и непрерывная справа на 

полуоси х>0 функция, стремящаяся к бесконечности вместе с х. Пусть, 
далее, φ(r)>O — убывающая и непрерывная функция на полуоси />0. Тогда, 
если f φ (∕) dt < ∞,

то, за исключением некоторого множества интервалов Е на полуоси х>0 
конечной меры, верно неравенство*[x + φ (h (x)j ]-h(х)< 1. (1.1)

00

Если интеграл f φ(t)dt расходится, то можно найти такую возрастаю

щую и непрерывную функцию h (х), для которой в каждой точке полуоси х > О 
h [ х + φ (ä (x)j ] - Λ (х) > 1.
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На основании этой теоремы было доказано и следующее предложение (см., например, [4]):
Лемма А. Пусть h(x)>0 — неубывающая и непрерывная справа на по

луоси х>0 функция и limA(x)=oo. Пусть, далее, φ(z)>O — убывающая и 
x→∞

непрерывная на полуоси z>0 функция, причем
∞[. φ (t) dt < ∞.

i»

Тогда, вне множества интервалов Е конечной логарифмической меры, верно 
неравенство ∖h(yeτ)-h(y)∖<c0, (1.2)
где ∣τ∣ ≤φ[A(x)], c0 = const. Логарифмическая мера множества Е меньше, чем ао3φ[A(Λ)] + ∣ f <f(t)dt.

fl (^o)Докажем предложение, аналогичное теореме Р. Неванлинна, на конечном полузамкнутом интервале полуоси x≥0, считая, без ограничения общности, что рассматриваемое множество точек есть полуоткрытый отрезок [О, О-
Теорема Б. Пусть и(х) — неубывающая и непрерывная справа на полу

сегменте O≤x<l функция и limu(x)=∞. Пусть, далее, φ(z)>O — убываю- λ→1 
щая и непрерывная на полуоси t>0 функция, причем

∞f φ (Z) dt < ∞./о
Тогда, вне некоторого множества интервалов Е полусегмента 0≤x< 1, спра
ведливо- неравенство u(xeτ)-u(x) < 1, (1.3)
где τ≤(l — x)φ[u(x)]. Множество интервалов Е (число интервалов на каж
дом отрезке 0≤x≤xo конечное) удовлетворяет условие:[ dt ∩ 

į -)•_* < ∞ при х > х0 > 0.Доказательство. Произведем в функции и (х) замену' = -j⅛∙> "ω = "(-⅛-) = A(O∙ (1-4)
Если х → 1, то t → ∞, а затем и lim h (t) = ∞. Легко видеть, что функция 

t→∞
h (t) удовлетворяет всем условиям теоремы А и поэтому имеет место неравенство:

h{t + φ[h(t)]}-h(t)<∖, (1.5)верное вне некоторого множества интервалов Е":
00{(б. о")} c ∑ ⅛"-6)<∞∙

; = 1
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Функция g(σ) = A(eσ) также удовлетворяет всем условиям теоремы А и поэтому, вне некоторого множества интервалов Е*(σ):{(σy', σ'j')} конечной меры на полуоси σ>σo>O, будет справедливо соотношение:σ+φte(σ)]}-g(°)< 1.т. е.
h{e°+*№a»}-h(e°)< 1. (1.6)Возвращаясь к переменному t(t≈ea), найдем:

h{te*v^}÷h(t)< 1. (1.7)(1.7) справедливо вне некоторого исключенного множества интерваловЕ': {(tj, tj)}, где In t'j = σ'j и In t] = σ", причем так как (σj — σj∙) < оо, то7=1оо2 (In — In t j) < ∞ • Последнюю сумму можем написать и следующим образом:√=ι 2 (lnr,∙~taf})= ∑ [ -≤-= f -≤-<∞. (1.8)
7 = 1 7 = 1 t- Е’По определению:

h(t) = u(x) = u (-⅛-)∙ 'Сейчас неравенство (1.7) принимает следующий вид:
и

или “I
Допустим

—2Е--  eφ [и (Х)]1 —х1 + — еФ (*)]1 —х

-u(x) = u I xe9 [« MJ1-x+xetP tu(x)l (1.9)

Отсюда
теперь, что 

хе* [и (*)) l-x + xe'Pla(x)T = 'xeτ, т. е. eφ [и (х)]1 -x+^xeΦ ["(χ)Γ = eτ∙
}-u(x)<l.

Так как eτ-1=τ+¾∙+⅞ + ∙∙∙ =τ(1 + ⅛ + ⅜ + ∙∙∙)=(1+o τ,где o(l)→0, при τ→0 и 6φ 1«(х)1-1 =φ[u(x)] (1+o(l)j, при x→ 1 (φ(w)- убывающая функция), то в силу положительности функции х φ [и (х)]z . (l-x)φ[w(x)] (1+о (1)) i χ(l+o(l)) τ=-------------------- γ---------- f ≤(l-x)φ["W] (l+o (1)1.' , l+xφ [a(x)] (l+o (1)]Следовательно, при x>x01 +o(l)≥ и -≤∣(1 -x)φ[w(x)].
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Здесь константа не существенна, так как вместо φ(u) мы могли взять функцию φ*(w) = y φ (и) и тогда мы получили бы τ≤(l — х) φ* [u(x)]. Итак, нами доказано неравенство

u(xeτ)-u(x)< 1, (1.10)где τ≤(l — x)φ[u(x)], верное вне некоторой последовательности интервалов £:{(*;. Л/)}, где = и xj = -⅛p Вводя в (1.8) замену r = ;In t = In х - In (1 - x); -γ- = jc^ χγ > найдем, что
∑7√⅛-∫√⅛<".
j = 1 ×J Eпри х > x0 > 0, где E — множество исключенных интервалов, соответствующее множеству Е' при нашем преобразовании. Считая, что совокупности Е не принадлежит интервал (0, х0) (при х = 0 (1.10) имеет место) видим, что для сходимости интеграла [ x(∖^-x) не°бходимо и достаточно, чтобы су- 

Еществовал интеграл [ ~1^x • Этим доказательство теоремы завершено.
Е2. На основании теоремы Б докажем следующее предложение:

Теорема В. Пусть u(x)>0 — неубывающая и непрерывная справа функ
ция на полусегменте 0≤х< 1 с limu(x)=∞. Всюду на полуинтервале x→l0≤x< 1, за исключением, быть может, некоторого множества интервалов Е 
(число исключенных интервалов на каждом отрезке O≤x≤xo конечное) при

I τ I ≤ w1-δ(χ)ln(ι+≡) O-y)u(x) ’

где α>0, 0≤γ<l, 0≤8<l, имеет место неравенствоĮ и [хе(1_х) τ] — и (х) Į < us (х) In(1+a) (1_Y) и (х). (1.11)
Множество Е зависит от чисел a, γ и 5.Доказательство. Пусть τ>0. Применим теорему Б к функции

/ ч tt1~δ(x)
τ'W In(ι + <X)(1-T)tt(x)^ ’

где 0<a = const, 0≤γ<l, 0≤δ<l. lima(x) = oo, так как limu(x)=∞. x→lПо упомянутой теореме Бwι-δ[jce(ι-x)η wι-8(χ)ln(i+«) (1-Y) и [xe(1→) η l∏(1+a) О-Y) и (х)где <________________Į_______________a1-8(x)la(1+a)(1-Y>w(x) • Обозначим Ψ(h)= 1n(4X-γ>,, •

x→l
(1.12)
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Тогда, положив w1 = u(x) и u2 = w[xe(1_x)T]; w1≤w2,в соответствии с теоремой о конечных приращениях Лагранжа и (1.2) получимСледовательно, (113)Производная l, х _ (l-8)lnκ-(l+a)(l-γ) ψ ' ' M8ln<1+a)(1-v)+1 и ’как легко видеть, убывает при w>wo>O, где w0 достаточно велико. Имеемd∕ ∕d > Л/ (и \_____ (1 —8) In и [xe(1-*>τ]-(I+a) (1 —γ) _Ψ IQ --Ψ W ttδ[χe(1-*)ηin(l+β)(1-Y)+1w[xe(1-χ)η______________________ 1-S___________________ r1 (l+<χ)(l-γ) 1_ и8 [xe<1-*) τ] ln<1+ct) (χ-Y) и [xe<1^x)τ] |_ In и [xe(1^jf) τ] Jl+o(l) l-δи8 [xe(1~x) Ч * In<1+a)<1-y)и [xe(1-jc)τ] *(Здесь мы воспользовались тем, что и (х) → ∞ при х → 1.) Таким образом,(l+o(l)) (1-8) (1.14)
На основании [ДИМ условию

Ψ M8[xe(1-*)τ]ln(1+a)(1-Y>M[xe(l-χ)η ’той же теоремы Б для функции lnu(x), при τ удовлетворяю-1находим
где Co = const,

τ≤ tt1-8 (х) ln<1+α) О-Y) и (х) ’

и In и [хе(1_дс)τ] < 1 + In и (х) = In [ей (x)] < In и (х) us[∞a^x,τl<C0<'δW. которая от х не. зависит. Из (1.14) делаем вывод:(1+о (1)) (1-8)Ψ W us [χe<ι-*)η inθ+∙)(ι-τ) o[xe(∙-*>η с»и«(х)l∏0+∙>(>-rlи (х) ,a>0, 0≤γ<l, 0≤δ<l. Несколько увеличивая а, в случае необходи-
1

гдемости, можно считать C0=l. (1.13) дает теперь:
и [хе(1_х) τ] — и (х) < uδ (х) ln(1+a) (1 _y) и (x).Последнее неравенство, очевидно, верно при

θ ≤ τ ≤ wι-8(χ)in(1+a)(1-r)M(χ) ’исключением, возможно, множества интервалов £, которое зависит от чисел a, γ, 8.Аналогичное неравенство мы легко найдем и при τ<0 (см. [4], лемма А). Тогда получимI и [хе(1_де) τ] - и (х) Į < uδ (х) ln(1+a) <1→ и (х)ПР« H⅛<4x)∣nσ÷°><∙-r>o(χ) ∙ te°PeMa доказана-



Поведение голоморфной в круге функции 403
§ 2. Соотношения для голоморфной в круге функции 

в точках максимума ее модуля3. Пусть f (z) — голоморфная функция в круге ∣z∣≤r(r< 1). Через ζ обозначим точку на окружности ∣ z | = г, в котором функция ∣∕(z)∣ достигает своего максимума, т. е. ∣∕(ζ)∣=Λf(r)= max ∣∕(z)∣.∣∙z∣=r Как известно, lnΛf(r) есть выпуклая функция от ln г (см. [5]). Введем функцию = (2∙') где под M'(r) мы будем понимать производную справа для функции Λf(r), которая всегда существует. Функция K{r) — возрастающая, как производная выпуклой функции lnΛf(r) по In г. Кроме того, в силу указанной выпуклости K(r')ln -^≤InM(r")-lnΛ∕(r')≤Λf(r")lny. (2.2)Ниже всюду мы предполагаем, чтоlim (1 -r)K(r) = ∞. (2.3)
r→lЖ- Валирон пользуется условиемiim 11'm,*0 ≈∞. (2.4)

r→1 In —1—

Нетрудно показать, что из (2.4) следует принятое нами соотношение (2.3), так что наше условие несколько обобщено. В самом деле, из (2.4) следует, что найдется такая последовательность {ry-}, которая дастlnM⅛) -tl (2.5)
Сейчас дополнительно докажем возможность найти такую последовательность точек { rj }; rj f 1, что ⅛M(ry)
причем

Если функция ln м неубывающая функция для всех г при r>r0, lnT^^то условие (2.6) очевидно в любой точке. Пусть теперь ψ(r) =-ln m-Q— ln Т77 функция, о которой известно только (2.4). Рассмотрим ψ(r) при r≥r7∙. Если в точке fj имеет место (2;6), то полагаем rj-rj. Пусть теперь в rj (2.6) не удовлетворено. Берем тогда в качестве rj точкуi ближайшую к г, (при r>rj), в которой достигается локальный максимум функции ψ(r). Следовательно,
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ψ(ry)≥0 и, кроме того, ψ (rj) > ψ (ry), так что в согласии с (2.5) ψ(r7)→oo, когда √→ оо. В точке максимума ψ(r) производная слева неотрицательна, и поэтому, пользуясь тем, что выражение - 1jAf возрастает, находим:

1 ΓO→y)^h)
>-ι∙3^- — ~

L'>ln-R7Γ
JnMĮzLKo. ln'^7 JИз (2.7) сейчас вытекает, что(1 - rj) К (rj) ≥ r∙z ln — >0, так как rj < 1.

ln ~rtСледовательно, если выполнено (2.4), то, безусловно,lim (1 — г) К (г) = ∞.

(2.7)

4. Так как функция К (г) — неубывающая непрерывная справа и lim К (г) = ∞, то она удовлетворяет всем условиям теоремы В. Следовательно, 
r→l справедливаЛемма 1. Вне некоторого множества интервалов Е полусегмента О ≤ г < 1 (число интервалов из Е на каждом отрезке 0 ≤ г ≤ r0 конечно) имеет 
место неравенство: I K(reτ)- K(r) I < /C®(r)ln(1+a)(1_Y)/C(r), (2.8)
где

I I < _____________ 1 -Г___________lτl^ ^-δ(r)l∏(ι+α)(ι-γ)^(r) •
Здесь 0<α = const, 0≤γ<l, 0≤8<l. Исключенное множество зависит 

от чисел а., 8, γ и Г dr.1 -R7<c°∙

ЕРассмотрим сейчас функцию ∕(w71), где w - точка на окружности Į (z) = I H>∣ =r(r < 1), в которой∣∕(z)∣>^→(r)M(r), (2.9)aß — некоторое число, которое мы определим ниже.Определим окрестность точки η = 0, где упомянутая функция не обращается в нуль. Для этого исследуем ряде-”Г(г)=1+ 2 4(w)≠ η = τ+ισ. (2.10)У=1Пользуясь (2.2) и (2.9), оценим левую часть равенства (2.10). Имеем:
i ∣<*,<+j⅛⅞γ'-"',-
= К? (г) ехр {In М (reτ) - In Af (г) — ΛΓ (г) τ } ≤ ≤ΛΓβ(r) ехр j X(re’) la ^--K(r)τ } =K»(r) exp {[JC (re’)-К (г) τ} .
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т. е. I e-η*o∙) j ≤ j<β (z-)e,^(rβτ)-Λr(r)∣ ∣τ∣ (2.11)Далее на основании леммы 1 при∣τ∣<________ Lj:________

1 l'' JC,-s(r)ln<1+β)<l-τ> К(г) ’получим:IК (re) - K(r) I I τ I < "<1 → ^2δ^1 W∙По теореме Коши для коэффициентов ряда (2.10) находим следующие оценки:
141 Vβ( \ г/i ∖ιz2S-ι∕∖-) [tf1~δ (г) In<1+αH1-Y)К (r)]> ∣Λj∣<tf<i(∕∙)exp{(l-/•)№* 1(r)} -i------- ([_-f)7---------------i-y- ,7=1, 2, 3... Потребуем, чтобы(l-r)tf2δ-1(r)≤C<oo; r>r0.Найдем этому требованию достаточное условие, удобное для дальнейшего. Пусть w=t⅛.где μ = μ(r). Тогда должно быть(l-r)K≈→(r)- (,_ГД.,И-. <С.Логарифмируя это соотношение, приходим к следующему неравенству: μ(28-l)-l<-у— .ln^∏≡7Последнее соотношение будет всегда выполнено, если μ(2δ-1) —1<0, так как г → 1, то - in~------- > 0.," —Итак, выбираем s<l!≡ ⅛⅛Γ = <∙> = -⅛l∙ (2-12)Окончательно оценки коэффициентов ряда (2.10) можно записать так:I Aj∖ <C*K*(r)(j=l, 2, 3, ...), имея ввиду, что ert^r)*2δ-1 ≤ec = С* (С< оо). 

Лемма 2. Пусть { w} — множество точек, в которых∖f(w)∖>K-4r)M(r), 
где β > 0 — произвольное постоянное число. В тождестве 

f (wert) =f (w)eκ^r> (1 + ω (η)) 
при

I „I <____________9(1~H____________∣η∣ jp-8+β(r)1n(ι+∙)(i-γ)jf(r) ’
где q(O<q<l) — некоторая постоянная, справедливо неравенство:∣ω(η)l<*1-8+3<f^^^ (2.17)

(2.13)
(2.14)
(2.15)
(2.16)

8. Литовский математический сборник, VI—3
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Если w = ζ, где ζ — точка, в которой достигается максимум функции ∣∕(z)∣ на окружности ∣z∣ = r, то∣ω(η)∣<[-^8<f>X^^r>]ζ∣ηP. (2.18)
Неравенства (2.17) и (2.18) верны для всех г за исключением геЕ 

(Е некоторое множество интервалов полусегмента 0≤r< 1) с

г drJ -)T7<∞∙
EДоказательство. На основании оценки (2.13) из разложения

e^7,jc,r,= l + 2 А7!7; η = τ + ισ (2.19)
1-1выводим, что при ∣v∣ <_____________ q(l-r)_____________∣7J∣^ A4-δ+β(r)i∏(i + α)(ι-γ)tf(r)I e-'*<'>∖>l-C* ∑ I η17>

l-i

> 1 - C*K^(r) 2 K~V(r)q> = 1 -С* ∣-^--∙g->0. (2-20)7=1если q<∖ и q достаточно малое положительное число, а r>r0. Из (2.20) непосредственно следует (2.17). В самом деле, из (2.15) получаем, что į^g> <-...∙lI,l-∣,M∣>∣- ∣η∣.<,
при ∣γι∣ <__________9<1~r)_________∣η∣-> tfi7δ+β (r) ln(ι÷a) (1-γ) К (г) •Неравенство (2.18) следует из того же ряда (2.19), если заметить, что при w = ζ, =K(r), Λ1 = 0 и β = 0. Лемма доказана.5. Положим g(η) = In f (wert), где η = τ + zσ, а w( ∣ w | =г) — точка в ко торой ∖f(w)∖>K~^(r)M(r). Имеем jm.io∕w, ,∙m.¾⅛ ≈--√'(⅛⅞i),..............

gω(0) = W (w ∕. .. W (~у^р) •••) ) (всего У-1 скобка).
В окрестности точки η = 0 йапишем ряд Тейлора g(η)=g(θ)+g'(0)∙⅛+4^ g' Wη2+ ∙ ∙ ∙ +⅛^ sw(θ)η"+ • • • 
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Полученное разложение функции g(η) можно написать иначе:In f (wert) = In f (w) + JT ^τ f7=1или ln∕(wη)- ln∕(w)- K (r) η = 2 jf jPyln∕(w)ηΛ (2.21)

j=2где по определению 
Df(z)=z ............... Djf(z) = D (κ'-l∕(z)).Ряд (2.21) сходится в круге

I „ I .___________О-г)? __________iη, jK1-δ+β(r)ιn(i+<x)(ι-γ)jK(r) ’так как при указанных η по лемме 2 функция в нуль не обращается. Для оценки модулей коэффициентов ряда (2.21) нам понадобится следующее не-
Re [g (η) - g (0) - g, (0) η] = Re [In f (we7>) - In ∕ (w) - K (r) η] = -÷2J≡-4-'∙∣7a1∣-1∣'>'< 'lπ jmtΓ --r<-vИз (2.2) следует, что In М {re~) — In Л/ (г) ≤ X (reτ) In = К (re~) τ.Таким образом, по лемме 1 получаем:Re [g (η) - g (0) - gf (0) η] < [7C (reτ) - К (r) ] τ + β In K (r) <

< Ks (r) ln<1÷≡><1→tf(r) ∙ τ + β ln K (r).Как известно (см. [5]), справедлива следующая оценка коэффициентов ряда Тейлора: если действительная часть ряда
∕(z)= Σ ¾z"л=0 (2.22)

в круге Į z Į < R < ∞ удовлетворяет неравенству Re f (z) ≤ U, то для коэффициентов степенного разложения (2.22) верны соотношения:lfl∏l< 2 (U-Reα0) 
Rn п= 1, 2, 3, ... (2.23)В нашем случае для ряда (2.21), на основании (2.23) находим:■jį- βilnf(w)

2 { Xs(г) ln<1+α><1 -τ>X(г) + βInЛГ(r) } I тI lη И <2 { Ks (г) ln<1+α> <1 - X (г) + β In К (г)}< lηl'-Здесь мы пользуемся тем, что если Re η = τ, то — < 1. В круге
∣η∣ ≤ 3κι_8+р(r)ιn(i+α)(i-γiκ(r) ; (’4)
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отсюда имеем Į jr D'1π∕(m>) |<
2 • 3/ { Ks (г) ln<1+α) <1-Y) К (г) + β In К (г) } { tf1-δ+0 (г) inO+«)(i-r) К (г) }>"1 < (l-r)∕-ι >

j = 2, 3, 4,‘... Следовательно, I Z)>ln∕(w)∣ <2∙3>√! {κ>δ+(i-δ+0V-0-ι (r)in<ι+a)(ι-γV^(r)+βΛr(1-δ+0)σ-ι)(r)ina+≡)(i-γ)σ-υ^(∕∙)} _
2 ∙ 3> √! .tf≡δ+(ι-δ+0)√-β-ι (r) ln(1+a)(1-Y>Λ∙(r) [1 +βΛΓ-δln-(1+a)(1-a)ΛΓ(r)] _ (l-r)√-12∙3'∙y! (l+o(l)) ^δ+(ι-δ+βυ-β-i(r)in(ι+a)(ι-γυλ-(r)= (l-r)>-1 '

j=2, 3, 4, ..., так как К (г) — возрастающая функция и limX,(r)= оо. Итак, 
r→lнами доказано следующее предложение.Лемма 3. Вне некоторого множества интервалов Е на отрезке 0≤r< 1, с ∕⅛7<*>

Е

(число исключенных интервалов на каждом отрезке 0≤r≤ro конечно) спра
ведливы неравенства:2 • 3> -у! (1 +о (I)) χ*8+(ι-δ+β)∕-β-ι (r) ln(1+a)(1-Y)7К(г)I 2>'1п/(и01 <------------ ----------- ,----------, (2.24)
j = 2, 3, 4, ..., где и> точка окружности ∣w∣=r(r<l), в которой I ∕(w) I > (r) М (г), а β > 0 — произвольное постоянное число. Множество
интервалов Е зависит от a, δ и γ, где а > 0, 0 ≤ δ < 1, 0 ≤ γ < 1.

§ 3. Основные теоремы6. Докажем следующее предложение.Теорема 1. Пусть f (z) — голоморфная в круге ∣z∣< 1 функция. Пусть, 
далее, { w } (∣ w | = г) — множество точек, на котором∖f(w)∖>K-∏r)M(r)-, K(r) = ■
Тогдаа) вне множества точек Е, указанного в лемме 3 § 2 при условии⅛n ln*P =λ> 1; β<⅛r-∙~1 m ⅛7
и б) на некотором множестве точек бесконечной логарифмической меры 
на отрезке [0, 1) при условии

lim 
r-⅛l

Р-1
2р

β <
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справедливы, предельные соотношения:lim r→l wn∕(")(w) 1
/(*>) ' Kn{r) w=l, 2, 3, ... . (3.1)

Замечание 1. lim--------всегда больше или равно единице, т. к. изr→ι in 1_____  ,n 1-гlim (1 — г) К (г) = ∞ вытекает, что на некоторой последовательности { rj }; r→lr,f 1 Jf(rf)(l —r,)> С> 1 и ln,K(r,)⅛=ln-r^- + lnC.Замечание 2. Если lim lojcιw—λ>l, (3.2)
то всегда lim(l — г) K(r)= ∞, так как в согласии с (3.2) при l<λ'<λ, Γ→l
r>r0 In K(r) ≥ λ, In ~12r , и (1 — r)Λ'(r)≥ (-p!-y)λ 1→∞ при r→l(λ'>l). Доказательство. Пусть сначала

1ln^Γ≡7Тогда In К (г) ≥ λ' In > где —г < 1 — 2β и г > r0. Имеем: 1 < λ' < λ и λ' настолько близко к λ, что

Следовательно, Λ'(r)>(η4y)λ ИЛИ ∖~r^^K Х/ (f).
1->(l-r)'→>*λ' (г).В этом случае неравенство (2.24) выглядит так:2 ∙ 3>∙y! (1+о (1)) χ2δ+(l-δ+β)y-β-1 (r)ln(ι+<χ)(ι-γ)y к (г)I Djlnf(w) I <------------------------------------- -------------------------------------------- =

Kλ' (г) 2∙3>∙y! (l+o(l)j ln(1+αH1-τ)∙'tf(r)

(3.3)

ι-2δ+0-(ι-δ+0)√4-L7i
К λ (г)Наряду с рядом (2.21), рассмотрим также ряд

7 = 2, 3, 4, ... (3.4)

∕(w7>)=∕(w)+ 2 уг ^∕(m,)√∙ (3-5)7=1Нашей целью является выразить функции Dj f(w) через Dj∖nf(w). Из (2.21) нетрудно доказать, что (см., например, [4])
f(weτ∙)=f(w)exp { ∑ Jf 7>yln∕(n')√ ∣=∕(w) ∑ Amτ∖m. (3.6)7=1 f т=0 -
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Здесь коэффициент Ат следующего вида:
я4» = ∑ ⅛,∕........... ⅛ ∏ (PH∏∕(>v))'',+ ^- Km(r), (3.7)

'«• • • •. iq р=1где суммирование производится по всем целым неотрицательным i1, i2, ..., iqι для которых ∑pip = m∖ ip<m∖ Biiti..........f — постоянные числа. С другой стороны методом полной математической индукции легко показать, что/-i
Djf (w0 = wj fW (¼>) + j∖ Ck zkf(Л) (и>), (3.8)

к=0где Ck — постоянные. Из (3.5), (3.6), (3.7) и (3.8) вытекает следующее тождество:
Wm f(m) (w)—TH—= Δ

h, i.......... lq
m — I

<, ∏ (/>' Inf (w)^p + Km(r)- 
p=l

V wk f(w)Zj c* f(w)
Λ=0

∑pip = m', ip<m. С помощью полученного тождества (3.9) мы теперь покажем справедливость соотношения (3.1) в случае а). При т= 1 равенство (3.1) следует непосредственно из (2.10), так как коэффициент A1 этого ряда равен

(3.9)л=о

Но
следующему выражению

f(w) vпо (2.13) и (3.3)
I wf,(w) vt . 1 С* l∏(1+αH1-τ) К (г) C*ln<1+aH1-τ)λ∙(r)I /» xV>!< (1-г) ЛГв-р-1 (г) "

к κ (г)где С* = const. Отсюда∖ wf,(w) 1 1 I C*ln<1+a)<1-Y)tf (г)I /(»■) ■ к(г) г 8-8_± 
К λ' (г)Отношение, стоящее в правой стороне, стремится к нулю, если δ-β-⅛>O,

(3.10)
т. е. n 1 λ +1ß + V<8<_2>~(учитывая n. 4 (2.12)). Из (3.11) при λ>λ'>lo λ r12λ ’как и указано в теореме. Таким образом, из неравенства (3.10) находим:lim2⅛M. ‘ =1.

r→∣ К (г)

(3.11)

Допустим теперь, что соотношения (3.1) имеют место при п = 1, 2, 3, ..., m—1. Покажем, что предельное равенство (3.1) верно и при п = т. Оценка



Поведение голоморфной в круге функции 411
(3.4) имеет место, начиная cj = 2, для этого (3.9) перепишем в следующем виде:∙vm∕<m>W Кт(г\- 

f(w) λ W
∑ ........... ⅛ [θlnf(w))l' ∏ [DP∖0f(w)f-

i,i3,...,ig Р = 2V, f~> wkf(k) (и»)21 C* f(w) •Л=0Деля обе стороны последнего тождества на Km(r), получаем, чтоI (w) 1 _ 1 I γ> I « I I Dln∕(w)∣fιI (/и-) ‘ Km(r) I 2j ∣jδ'b'........ ⅛∣∙ tfn(r),t' ’ ’ ’’ ⅛×∏ ∣ppin∕w∣⅛--s⅛-+5 (3.12)
р = 2 Л=0Теперь нам нужно показать, что правая сторона неравенства (3.12) в пределе стремится к нулю при r→ 1. На основании (3.4) найдем:

ч(l + <x) (1-Y) ∑ piIn____________ р = 2 К (r)______________________=
. . , . ч ~~

* 1 
∏ ∣OHn∕(H>)∣⅛∙
Р = 2

(r) < С ' ι-2δ+β+-L-(ι-δ+β+-lΛ 2 pi- +(m-f1) 
К λ v λ''=2 (г)c.lnα+≈)α-γ)∏-ω^(r)l-2δ+β+ ±-(β-δ+±)

к λ ∖ λ / (г)
чтак как pip≈m-i1. Здесь С некоторая постоянная. Таким образом, имеяР = 2в виду, что

из (3.12) имеем:1 H'm∕(σ,)(w)I /Н 1i√1+≡) (1-Y) (m-il) К(г)ι-2δ+0+±-(β-δ+-L) (m-h) , +
К λ V λ 7 (г)

4_ V i r i wkf{k} 1
Zι | /с| f(w) ‘ κm(r) ’Л=0 (3.13)где Cm = const.Чтобы предел выражения, стоящего в правой стороне неравенства (3.13), был равен нулю при r→ 1, достаточно, чтобы былоl-28 + β + ^r-(β-8 + ^) (m-<1)>0, (3.14)так как limX,(r) существует и K(r)→ ∞ при r→ 1 в силу условияr→l _____lim (1 — г) К (г) = ∞.r→lВыражение (3.14) преобразуем следующим образом: l+(m-2)δ-(m-l)β+-⅛2- + (β-δ + 4-) ⅛>0∙
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Величина Q λ~^l
8< 2λ •

(β - δ + j i1 ≥ 0, так как z1 ≥ О и β - δ + ~ > О, если только λ > λ' > 1 и по (2.12) при г достаточно близком к единице Таким образом, достаточно рассмотреть случай, когда1 +(m-2)8-(т —l)β + -⅛^->0.
сейчас подсчитать, что неравенство (3.15) будет иметь место(3.15)Нетрудно(учитывая п. 4 (2.12)), если выбрать δ, удовлетворяющее соотношению

-į-+β)—⅛<s<ω,
т — 2 ∖ λ / m —2где ω определено из (2.12). Из (2.12) следует, что при г достаточно близком к единице . μ(r)+l 2μ(r)Следовательно, μ=μ('∙)∙Из записанного при μ > λ' > 1 и ти > 2 получаем:

или ,^±∕J-+0)______ !______ 22tL<0’ m-2 ∖ λ' +p∕ m-2 2λ'o λ, — 1 тβ<τ∙-^r∙Так как m_l > 1 и λ' можно взять произвольно близко к λ, то последнее соотношение будет удовлетворено при всех т > 2 и г достаточно близких r0,если o λ-lβ*c 2λ ’а тогда имеет место и (3.14). Следовательно, (из (3.12))
yvmf{m∙)iw∖ ]

J™ -∕>F K"{r) - т>2.Случай т=\ уже рассмотрели, остается убедиться в справедливости (3.1) при т = 2. Из выражения
D^f(w) = -f^--Ki(r) + K(r), (3.16)

на основании (3.13), теперь вытекает:
и

I z>aln∕∏ Į 
*2(r)

2 • 3» • 2! (l+o(I)) 1∏≡(1+≡)

l-20-±
к λ (г)

limr→l Daln∕(M>) _п 
КЧг)

(3.17)
так как при β < будет 1 — 2β — > 0, если только взять λ' достаточно близким λ, ибо 1 — 2β< 1,— ~χ~ = 4^, a г->1.всилу того, что
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Итак, в случае а) теорема доказана. Рассмотрим сейчас второй случай: б) β5 JüÄfc)_=р>1;

lim (1 — г) К (г) = ∞. r→lполучаем: Таким образом, учитывая сказанное, из (3.16) и (3.17)
1. w* if"(w) 1 1/W -к»«-1-

1 1∏ о„1____ ⅛-

P≤ ∞. (3.18)
В силу этого условия существует последовательность {<,}; r>t 1 такая, что lim ------- р. (3.19)
Для постоянного числа 1 < βz < р найдется такой номер j0, что при j > j0 *w>(⅛Γ∙ (3∙20>Если произвольная последовательность {г*}; г/ f 1 не принадлежит исключенному в лемме 3 множеству Е и удовлетворяет неравенству *(o)>(-r⅛f.
где β' то же, что и в (3.20), то при j>j0 и j0 достаточно больших справедлива оценка (2.24), а тогда, как мы видели при доказательстве случая а), справедливы на множестве {rf } предельные равенства (3.1).Покажем теперь, что такие последовательности действительно существуют. Для этого рассмотрим наряду с последовательностью {rj}, удовлетворяющей неравенству (3.20), последовательность интервалов2rz∙

, √ > r > r j; l+r,∙ jУбедимся в том, что для каждой точки этой системы интервалов при j >/0» где j0 достаточно велико, верны соотношения (3.20).
2гP>=T⅞->λ>>γ>∙Тогда, в силу возрастания функции К (г),1 lng(p∕) lnX(⅞) . lπ l-⅞ > lnXfo) ln τ⅛-

j=l, 2, 3, .
В самом деле, пусть

Далее,
1 ln^r⅛

in ^Γ7~ 1-р; (3.21)
21⅛= ln τ⅛-1-Ру

1'° ~iτrrΓ 2L⅛=
Inln ι-o∙

In (1 + ιj)+In -1∙]r, 1 + 1° (l +lr∙, -' ,n-τv (3.22)
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так как при j → до 1 + ri → 2, а -r--------> оо. Но
j L~rJ

так что по (3.21) и (3.22) можем писать:l∏χ∙(⅛) In K(rj) 1 1 
ln ∖-Rj ln l-r, >β',

как это следует из (3.20), если только j>j0 с достаточно большим j0. Получили новую последовательность {Rj}', Rj↑ 1, которую мы искали.Вычислим теперь логарифмическую меру интервалов:
Имеем: 22

Это означает, что логарифмическая мера множества

f -⅛=b
rJ

--⅛-to-⅛-=h,<l+'7)l+ryЗначит,
2rJ 

∞ 1 +rj 00
Σ f -γ⅛r= ∑ ln(l+r,)=∞.

j=Jβ+l Г J √=√o+l

(3.23)

£°= Ü (о. T⅜)
У=А+1бесконечна, в то время как исключенное в соответствии с леммой 3 множество Е конечной логарифмической меры. Отсюда следует вывод, что существует множество точек отрезка [О, 1) бесконечной логарифмической меры, в которых справедливо неравенство^W>(τΞ7^)β ; 1<β'<Pи на котором, в согласии с тем, что мы выше отметили, справедливы формулы (3.1). Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть, f (z) — голоморфная в круге ∣z∣ < 1 функция. Пусть, 
далее, { w } (∣ w | = г; 0<r<l) множество точек, на котором ∖f(w)∖≈M(r) и i⅛ ln∖ω =1. (3.24)'→∣ 1„ —
Тогда существует некоторая последовательность точек { wj} с ∣ w7∙∣ → 1, на 
которой справедливы предельные соотношения:

lim r→l wn∕fn, (w) 1““Ж WT и=1, 2, 3, ... (3.25)
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Доказательство. Из условия (3.24) следует, что для некоторой последовательности {rj}; rj↑ 1 верны равенства ε (rj) → О,√→∞ (3.26)или, что то же самое, равенства:(l-0)∕C(0∙) = (-⅛-)"5,. (3.27)Последовательность, в точках которой выполнено (3.26), можно выбрать таким образом, чтобы было справедливо и предельное равенствоlim(l-ry)tf(o)=oo. (3.28)

j→∞Действительно, в согласии с условием (2.3), существует такая последовательность точек { г* }; г* ↑ 1, что(l-r∕)^(∕f)>Q>l∙, Cj→∞.
j→∞ Следовательно, In К (r∕) > In -į _Įr» +1∏ ę. Последнее означает, что lim

j→∞Но в силу (3.24) верно такжеlim
j→∞

(3.29)
(3.30)

Неравенства (3.29) и (3.30) доказывают наше утверждение о том, чтоlim 
j→∞

1∏*('*) = 1.
Итак, можно в (3.26) положить rf = rj, причем на найденной последовательности справедливы, как (3.26) так и (3.27). В силу сказанного, необходимо, чтобы li∏> 00,J→≈ \ 1 ~rJ !т.е. при J>j0, jo=Jo(N), ε(r,)ln -j4tt->λγ>0∙Отсюда вытекает, что ε(ry∙)>O при j>j0.Покажем теперь, что можно выбрать такую последовательность {rj}; 
rj ↑ 1, в точках которой будут справедливы соотношения (3.26) и (3.27) (с заменой в них rj на ry) и, кроме того, верно неравенство≡(θ)≥ε(r) (3∙31)при r>rj. Чтобы в этом убедиться, обратимся к формуле (3.24), которую перепишем следующим образом: 
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причем lim ε (г) = 0. Как мы показали, на последовательности rj имеем ε (rj) > 0. На полуоси r>rj найдем supε(r). Функция К (г) непрерывна справа. Поэтому верхняя грань при r≥ry выражения-!≡^L=l+ε(r)
lnT∑7достигается и больше единицы. Действительно----- 1 +ε(ξ.)> 1.ln^i→ΓНайдется, далее, такая {rp}, чтоlim ln = 1 + sup ε (r),p→α0 in -τ--=- r>∂

1 ~rPи limrp = r7∙<l. Ho 1∏jRΓ(γ) возрастающая и непрерывная справа функция.

In -Γ~77-
(3.32)

p→∞Последнее c учетом (3.32) дает нам:lim -⅛*tL≤ jim l"g<'∙) sJ⅛r→r,-0 i_ _____ r→r∙+0 lrι __J_, ln 1—г ‘ ln 1-гчто мы и утверждали. В точке rj имеем:1 + ε (0) = ,nκ^ > _Jn*0)_ = 1 + ε (Fy),ln -Γ≡7~ lnт. е. ε(r7∙)≥ε(fy) и ε(ry∙)>ε(r)∙, r>rj построив для каждой точки rj последовательности {fm} соответствующую точку rj указанным выше образом, получим последовательность {rj} точек, на которой в силу (3.33), а также (3.26) lim ε(r7) = 0. Кроме того, так как rj>rj, а К (г) — возрастающая функция, то 
j→∞

-------- i— = 1 + SUP s (4. 
ln '"i

(3.33)

или по (3.28) (1 -rj)K(rj)≥(1 -tyK(fj)→ ∞
j→∞

(-τ~r (3.35)÷ 00.
j→∙a>7. Доказательство сформулированной теоремы основано на следующей вспомогательной лемме.

Лемма 4. Справедливо неравенствоI K(r,teτ)-K(r'i) I ≤ С* IτI
при τ = {∖-rj} τ0 (r7∙) с τ0 (r7∙) → 0 при j → оо, где { rj} - построенная выше 
последовательность точек, в которых удовлетворено неравенство (3.31) τα rjez =r'j.Доказательство. Перепишем разность К(rjeτ) — К(rj) на основании (3.27) следующим образом: (3.36)
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В силу неравенства (3.34):

<⅛√+e*rM-r⅛),+,',',∙ <337)Применяя к (3.37) теорему о конечных приращениях Лагранжа, придем к соотношениям:(τ⅛),+'^√⅛)1+t^<^U÷≡W](7⅛.r'Λo-.)= 
= C[l + ε (r,)] r1 ( 1Jl7eτ)2+t °7∖eτ - 1) ≤

так как ετ-1 =(1+o(l))τ при τ→0ι том, что
(3.38)здесь C=const. Убедимся сейчас в∕ l-r. ∖2+ε(r∙)' → 1 ∏PH rz-↑l и τ = (l- rz∙)τ0,где τo = ⅞(θ)→0 при j→∞.

Мы

Имеем: 1 -r,∙eτ= 1 -ηe0^'>,τ∙= 1 -ri [1 +(1 -r,)⅞+ (l =(i-o)-(1-o)τ∣>∙o-(i -'7)* -⅜r∙ ∙∙ =(i-o) [ι-o⅞- Таким образом: l-0_______________________ 1____________________„ 1
1 ~rJe', I _ (l-'7)τ<,r> _1 rjτo 2Jпри rz↑ 1, так как τo(rz∙)→O. Имея это в виду, из (3.38) найдем: (τ⅛)1+e7-(,⅛)l+t^<^(⅛Γ^,- 

или, пользуясь (3.37):
K(rje')-K(ri)<C' (-J—)2+"r>,τ,где С — некоторая постоянная, которая от j не зависит. Сделаем- -- τ(3.40) замену rje2 =r,j, т.е. rj = r,je 2 . Мы легко находим:As(6J)-κ(6e-η<C*(√7rr<Λ С* = const, а также использовали то обстоятельство, что7,√Γ1-,∙0-'⅛÷.∙.) -⅛ 

постоянном r'j и τ→0. Перепишем еще неравенство (3.41) так:X (r,'e^)-JC(rJ) + Jf(r})-ΛS^rJe ^)<C* (-π⅛-)2+"φ ∣τ∣∙ пришли к следующей оценке:I K(r'je,)-K(r-j) I < С* (-⅛-)2+'<Г? I τI

τJ+...]=(i-σ)τoc∕ _ 2!
(3.39)

(3.40)

(3.41)
теперь в

где
при

(3.42)
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при I τ∣ ≤ (1 — r,∙)τ0j τ0 → 0, которая справедлива по (3.42) на основании 
J→∞того, что τ τK(r'e2j-K(rj)>θ и K(r'l)-K^rje 2)>0

(функция K(rj) — возрастающая).8. Вернемся к доказательству теоремы 2. Оценим модули коэффициен- 7e ⅛*тов ряда (2.21) в круге ∣η∣ ≤(1-rj) , в котором функция ∕(weη) в нуль τне обращается (r,j = rje2По прежнему (см. п. 5)
Re {In f (w7>) - In/» - K(r) η } < [tf(reτ) - tf(r)] τ.

τz.В нашем случае, в силу доказанной леммы 4: Re{ln∕(weη)-ln∕(w)-∕f(rj)η } < С* (-j4^-)2+ετ2.
По (2.23) теперь получаем, заметив, что Reη=τ и Į ^ |< 1: 2∙7∙∣C*(1-∕j')42+6*^I D'ln/»I <--------- ---- —— i~r> ’ 4В круге lηl>"2
находим: ∣D>ln∕(w)∣<-------,

τ t (г.);+2 О-',')2 ‘где j= 2, 3, 4, ... По (3.9) на некоторой последовательности точек
(3.43)

имеем:∑ *-■........ ∏ (≈'i"∕w)'∙+
'1. ..............ig p=1

. m— 1+ X'"(r)-2 (3.44)Jt=Oгде суммирование производится по всем целым неотрицательным z1, ⅛, ∙ ∙:, iq,
для которых ∑pip = m', ip<fn∖ B,∙1.......... iu∙f C⅛ — постоянные числа. Разделив неравенство (3.44) на (3.45)придем к соотношению:

wm/(m)(w) 1 1 Ь V I D I I Z>1∏∕H ∣h sz

∕(w) ’ κm |< 2j ∣j0,*∙'....... ⅛∣*∙
l'ι∙ i.............⅛× ∏ Iz>'in∕W∣⅛∙⅛+ "f

p = 2 k =0Аналогично, как и в теореме 1, допустим, что соотношения (3.25) имеют место при л=1, 2, ...(m-l). Покажем, что предельное равенство (3.25)
(3.46)
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верно и при п = т. Для этого по существу остается вывести, что правая сторона неравенства (3.46) стремится к нулю при j→∞. На основании (3.43) и (3.45) находим:
∏ ∣P'ln∕Wl''⅛< ∏ [

Jζ ∕ e (rP 2 \ .[1+ε (ry)] (m—i1)- ∑ р(—------F— ) »= Cm(l-rj) -2где Ст — некоторая постоянная. Следовательно, из (3.46) вытекает, чтоw"∕m∏ j_ i<č ∏÷≈<-∕h->-⅛(2'<'2÷^)'∣> 
f(w) '■ Km 1 pc">(1 ri> +

т—1

+ 2 I с* I
k=0

Wkf(k'> (w) 1____∩∕W ’ Km j→"' если только (как это следует из (3.35))[l+≡(θ)](",-'ι)- Ž Р (т ε(θ)+7) ⅞>>0∙
Р-2Легко видеть, что[l+ε(θ)]("'-'ι)- 2 Р (4 ε(θ) + 7) ¾,>Π+ε('7)]('"-⅛)- р-2

- ∑ p [I ε<o)+1] ⅞>=[1+ε('7)](∞-'1)-(-⅛^-+1) ∑ л=Р=2 р=2= [l+ε(ry)](m-ι1)-(-^-+lj (m-z1) = -^- (m-z1), 
я так как pip = m-i1. Следовательно,Р=2 [1 + ε(θ)) (m-i1)- ∑ p [^⅛ + ∣] (m-ii).

Р = 2Таким образом, чтобы неравенство (3.47) имело место, должно быть 

(3.47)

7 ε(r,) (m-il)>0,а это всегда выполнено, так как ε(r,∙)>0 (показано выше) и m> i1(ip<m). Заметим, наконец, что соотношение (3.25) верно и при ти=Г, так как 
Dlnf(w) = ^± = K(r).

Доказательство мы провели для последовательности {rfj}, но теорема вполне остается в силе и для построеной нами последовательности {rj}, по- τтому что r,j = rje2, где τ = (l-ry)τ0 (τo→0).
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В заключение пользуюсь случаем выразить сердечную благодарность И. Ш. Стрелицу за постановку задачи и помощь, оказанную при исполнении работы.
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HOLOMORFINĖS FUNKCIJOS EIGA, ESANT DIDELĖMS 
JOS MODULIO REIKŠMĖMS

A. NAGELĖ

(Reziumė)
Darbe įrodoma
Teorema. Tegu f (z) — holomorfinė funkcija skritulyje | z | < 1. Leiskime, toliau, kad aibės { h> } (I w I =r) taškuose

I ∕W I > «■-’ (>•) M (r, /); к (r) = .

Tada
a) išskyrus iš atkarpos 0≤r<l intervalų aibę E, kurioje

esant sąlygai

ir
b) kokioje nors atkarpos [0; 1) begalinio logaritminio mato aibėje, esant sąlygai

lim 
r→l

ß< p-i
2p

teisingos ribinės pareinamybės:

lim 
r→l

wn∕(") (w)_ 1
“κn(r) n=\, 2, 3, ... (D

Parodoma, kad (1) galioja ir tada, kai

Minėtoji teorema patikslina Ž. Valirono teoremą (žr. [3]) ir įrodoma naudojantis 
Š. Strelico pasiūlytu metodu.
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DAS VERHALTEN EINER HOLOMORPHEN FUNKTION BEI GROSSEN 

WERTEN IHRES ABSOLUTEN BETRAGES

A. NAGELĖ

(Zusammenfassung)

In der Arbeit ist der volgende Satz bewiesen.
Satz. Es sei f(z) — eine holomorphe Funktion im Kreise ∣ z | < 1, die in den Punkten 

der’Menge { w} (| ∏'∣=r) die Ungleichung

∣∕(w)∣>Λ--B(r)Λf(rt /); К (r)=

befriedigt. Dann gelten die Beziehungen:

wo:

w"∕<">(w) 1
r→l /(») JC"(r)
reEβ

/1=1, 2, 3, . . .,
a) E=[0; 1) — Eo eine geeignete Intervallenmenge des endlichen logaritmischen Masses

/ dr

ist, wenn lim r→l
E

und
b) E9 eine geeignete Intervallmenge des unendlichen logaritmischen Masses= ∞

ist, wenn

.1 1-r
lim 
r→l

E9

Die erwähnten Behauptungen, die den bekannten Valironschen Satz ([3]) ergänzen, be
weisen wir* mit der Methode, die von S. Strelitz angemerkt wurde.




