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§ 1. ВведениеРассматривается последовательность независимых случайных величин ξ1, ξ2, ..., ξn, • • • С функциями распределения F1 (х), F2 (х), .... Fn (х), ... Положим Λfξfc — математическое ожидание случайной величины ξfc∙, σj, и βmjfc -ee дисперсия и абсолютный момент порядка т > 0 (в частности β2fc = σ*), а л
*=1 Λ=l

Lmn=Bmn∣ В„ — дробь Ляпунова порядка т. Функции распределения суммZπ = ξ1 + ξ2+...+ξπ и St,-±∑‰-M⅛)

к=\обозначим, соответственно, через Gn{x) и Fn(x). Пусть ф(х)= v⅛Λ2rfu'
Ψι («), ψ2 W, Фз W» ••• - монотонно и бесконечно возрастающие функции при п → ∞. Кроме того, ψfc (л) > 0, к = 1, 2, 3, ...C1, С2, С3, ... — положительные абсолютные константы.Задача об оценке остаточного члена в центральной предельной теореме впервые была поставлена и в определенных условиях решена в работах А. Μ. Ляпунова [1], а позднее исследования были продолжены многими авторами. Первые оценки получены равномерно по аргументу функций распределения. Когда слагаемые имеют конечные третьи моменты, эти оценки оптимальны.Не менее интересна, но в меньшей степени исследована зависимость остаточного члена от аргумента х. Когда слагаемые одинаково распределены и имеют конечные третьи моменты, в работе [2] К- Эссеена без доказательства приведен следующий результат:γ∣-⅛r I In (2 + 1x1) ∣f√x)-φ(x)∣ ≤ .(l+∣x∣8) у пЗдесь γ (-∣∣-) — некоторая функция от соотношения , гдеσ2 = Pξ1 и β3 = M∣ξ1-Λ∕ξ1l3.

(1.1)
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Также им показано, что в (1.1) не нужен логарифмический множитель для I х I > ]/ (1 + δ) In п, 0 < 8 < 1. Возникает естественный вопрос — возможно ли избавиться от него для всех х. Попытки сделать это методом характеристических функций не увенчались успехом ([3], [4], [5]). В частности, в [3] показано, что γ (⅛) = ~^r-∙Методами, развитыми в теории больших уклонений, С. В. Нагаев [6] недавно показал, что в (1.1) множитель In (2 +1 х Į) не нужен для всех х.При более жестких условиях Ю. В. Линником [7] (позже его исследования были продолжены В. В. Петровым в [8]) доказано, что при любом фиксированном М и ∣ х ∣ ≤ М

lΛ(*)-Φ(*)l≤-ψ=- Д«.(1+<⅛).где εn → 0 при и → оо.Здесь мы продолжим исследования по этому вопросу. Полученные ниже результаты для разнораспределенных слагаемых включают в себя ряд известных оценок.
Теорема 1. Если случайные величины ξ1, ξ2, ..., ζn имеют конечные 

моменты порядка 0 < т ≤ 1, то для всех х > 0 и у > О
Л X1—Gn(x)≤l- J"Į Fk(y) + [~≈iγ exp { l+eBmn I у In i" !. (1.2)Ä=1 l mn )

Если случайные величины имеют конечные моменты порядка т > 1, то 
для всех х>0 и j>01 -Go(x)≤ 1 - ∏ Γtω + (c<y-)7 ×fc=l× exp { 1 +1 ∑ ∣Λ∕ξ4∣ I Ы -c-⅛7 1 + еД. ∣ | In ∣v}. (1.3)

Λ=l
Здесь v = min {m, 2 } и С (т) = 1 + ^w+e!^-—.Аналогичное утверждение имеет место для отрицательных х и у. В этом л лслучае в неравенствах разность 1 — I^J Fk(y) надо заменить на Į~Į Fk(y).Λ=l λ=lС. В. Нагаевым в [6] доказано неравенство (1.3), когда слагаемые одинаково распределены и т>2.

Теорема 2. Если ξ1, ξ2, ..., ξπ имеют конечные третьи моменты, то∣Λ(x)-Φ(x)∣≤1¾⅛. (1.4)
Теорема 3. Если ξ1, ξ2, ..., ξn имеют конечные третьи моменты, £s"< Ψ⅛Γ 

и ⅛Σ f I«1’</*■*(«+M*)≤ψ⅛r,*-∣. . ⅛ (1.5)
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то для всех ∣ х ∣ > λ (и) (где λ (л) — некоторая монотонная бесконечно возра
стающая функция при л → со) имеет место неравенство∣Fn(x)-Φ(x)∣≤A^⅛L. (1.6)
Здесь и ниже ⅛k(n)→Q, k = 1, 2, 3, ... при n→ оо.

Следствие 1. Пусть ξ1, ξ2, ..., ξf, одинаково распределены и не явля
ются решетчатыми. Если ξ1 имеет конечный третий момент, то

<⅛(i-^)6σs V п I < _____М”)I (l + ∣x∣8)l∕n* (1.7)
Доказательство следствия 1. В силу теоремы К- Эссеена [10], стр. 225, для всех хΛ,ω=∣⅛(x)-Φω--^r

2Отсюда следует, что при ∣ х| <[83(w)] 3
»3 УЧ

_2Для I х| >[83(λ)] 3 имеем 
и с помощью (1.6) получаем неравенство (1.7).

Следствие 2. Пусть ξ1, ξ2...............ξ∏ независимые одинаково распределен
ные случайные величины. При этом, ξ1 имеет конечный третий момент и 
принимает значения xk = a + kh, k = 0, ±1, ±2, ... с максимальным шагом 
распределения h. Тогда

ΛW-φW-⅛[ °⅛(i-g)6σa V п h „ ∕ xσ^∣∕ л-ал \ 11 δ6(κ)∏1∕∏ \ h ЛЬ (l+∣x∣>) V«
Здесь S (и) = и — [и] + у , [и] — целая часть и.

Теорема 4. Если ξ1, ξ2, ..., ξn имеют конечные дисперсии, то

П (1 + 1* DĄ,∣Fπ(x)-Φ(x)∣≤ ,1+∣^),j,∙ Σ f f uidF∣c(u +Mξ∣c)dv. (1.8)" *“1 о ∣Λ∣>vДля одинаково распределенных случайных величин это утверждение доказано автором в [9].
Следствие 1. Если ξ1, ξ2,∙..., ξπ имеют конечные моменты порядка 

2 + 8, 0<8≤l, то ∣⅛(x)-Φ(x)∣≤-⅛⅛⅝-. (1.9)
3. Литовский математический сборник, VI—3
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Действительно, поскольку рассматриваемые случайные величины имеют конечные дисперсии, то для них имеет место неравенство (1.8). Далее
f u2dFk(u + Mζk)≤lu∣>(l + ∣x∣)Bn

и
1_______(l + ∣x∣)δ Вл

f ∣u∣2÷βrfjFfc (w + Λfξfc) ≤
∣m∣>(1 + ∣x∣)Bjj

βz+δ, k(l + ∣x∣)8⅛
[ I w∣3<∕Ffc(u + Λfξfc)≤ [(1+| x∣)Bπ]1^8 ×I и I ≤(l +1 x !) Bn

× f ∣ и ∣2+8<∕Fi (w + Λ∕ξt) ≤ [(1 + [ x ∣) ¾]1~δ β2+s, t∙I и I ≤(1 + ∣ x I) Bπпри 1 ≤fc≤τι. Теперь два последних неравенства вместе с (1.8) дают утверждение следствия.Следствие 2. Если ξ1, ξ2, ..., ξπ имеют конечные моменты порядка2 + δ, 0<δ<l, ^2+δ, n≤ ψ4 p1) w
lξ⅛7∑ f H2÷δ^(*+^)≤ ψ⅛r. (1.10)

к=1 ВпI и ∣> Ф» (л) 
то ∣Fβ(χ)-φ(Λ)∣≤M⅛^L. (1.11)

Доказательство следствия 2. Достаточно оценить интегралы
∫ u2dFfc(u + Mζk) и f ∣ul3dFk(u + Mξk)

lul>(I + lx∣) Bn I и I ≤(1÷∣ X I) Вп

для l≤fc≤H. Имеемf u*dFk(u + M⅛) ≤ ----1,⅛ p8~ f ∣u∣2÷s√Ft(u + Mξt) ≤
J i 1 + jc ι0 В jи I >(1+ |х D вп ' 1 u π I z∕∣>(l + ∣x∣)Bn≤(1-+∣Jl)8^8 ∕ +

n . , Вп|о|>«700и
f ∖u∖*dFk(u + Mξk) =∣ols<ι + ∣.r∣>Bn= ∫ ∣w∣,<∕F*(w+Λ∕ξ*)+ f ∣u∣3<∕Ft(u + Λ∕ξt)≤l"ls⅛ ⅛'"'s<i+w>b"≤β2÷s,fc[-ψ^-]'^δ+[(1 + ∣λ∣)BJ8 f į u∣2','sdFk (u + Λfζk).

Отсюда и (1.8) следует (1.11).
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Замечание. Пусть ξ1, ξ2, ..., ξ∏ одинаково распределены, ξ1 имеет 

дисперсию σ2 и конечный момент β2+δ = M∣ξ1-Mξ1 ∣2+δ, O<δ<l, тогда ∣Fn(x)-Φ(x)∣≤--------m"> , .(1 +| х ∣8+δ) п2§ 2. Доказательство теоремы 1Пусть x>0, j>0
при χ>yи ⅛9 (х) - композиция функций Ff0(x), ,Zψ0(x), ..., Fθ0(x). По определению ⅛(x) (х) ≥ ⅛0 (х) и -⅛0(∞) = f] Fk(y). ИмеемЛ=11 - Gπ (х) =⅛>(oo) -⅛> (х) + 1 -⅛>(oo)- [G„ (х) -

-j⅛∙>(x)]≤ 1 - ∏ FtW + FM(∞)-⅛>ω. (2.1 )*=1Для оценки разности 2⅛0(∞)-j⅛0(x) положим ⅛>(x)= ∕ ehudF^(u), h>0.

Отсюда
⅛>(oo)-⅛>(x)= ∫ e-l∙xdF%(u).

XФункция j⅛ (и) / П ÄÄ О', Ä), где .*=1
Rk(y. й)=- ( ehudFk(u),

-∞относительно и монотонно возрастает и не превышает 1. Поэтому⅛)(∞)-⅛)(x)= ∏⅛(y, й) f e-*-d-^^- ≤e-∣"f↑Rk(y,h). (2.2) 
k=i x П „ / /х *=11 1 Rk (у, h)

k=∖Для оценки функции Rk (у, h) сверху достаточно оценить интеграл
у
[ ehudFk(u)_1_

h2 
h

f e*"dFk(u). (2.3)
— ∞
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Очевидно,
f etorfF* («) = [!-■₽* («)]«*“[* +h f [1 -Fk(u)]е4“du. (2.4)1 y J

h hC помощью неравенства Чебышева и того, что *αe-x<e~ααβ при a>0, получаем [1-F*(u)]<*- U βm*
И

f f du = hm~1^mk f du.2
hПоскольку (см. [6])

(2∙5)
_1_ 
h

1

1
h ∕ [1 — F⅛(tt)] eto,<fo≤ [1 + ^≡±j^] £ βtat∙

nИз (2.4 —2.6) следует, что
2
hОсталось оценить интеграл (2.3). Имеем2 J

f el*dFk(u) = l- f dFk(u)+ f e*adFk(u) =— 00 — CO -∞= 1+ f (e>--l)dFk(u) + f e^dFk(u)- f dFfc(u)≤'",β⅛ "'~J '“'4≤1+A f ∣u∣ e*,uldFk(u)^l+eAmβmkl",4при O < m ≤ 1.В силу (2.6) и (2.8)
Rk(j, Λ)≤l+⅛‰ + ^- β,*∙

∏ Rk (y. A)≤exp I ehmBmn + J.
⅛=1При y^>AeBmn положим

h-I-iar.
У 4Bmι

то (2.6)
(2.7)

(2.8)

Отсюда
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Тогда ⅛>(∞)-j⅛∙>(x)≤(j^=-)7 eχp { l+eBm, Į у ta-j∈ |" j.
Отсюда и (2.1) следует утверждение теоремы для ym > 4eBmn и 0 < m ≤ 1. Если ym≤4eBmn, то оценка (1.2) тривиальна.В случае m > 1 имеем£

h
f eto<∕7⅛(u)≤ 1 + ∫-∞ 1l"'*≡* (ehu-∖)dF∣c(u)≈

= 1+A f 
∣1<l≤∙j

lft∕F*(u) + ^ f u*e*,,β*dFlc(u), l"l4где 0 < Θ* < 1. Следовательно,
h

∫ ehudFk(μ)≤ 1 + A∣Λfξjt∣ + e∕ivβvb v = min{m, 2}.
Неравенства (2∙.7), (2.9) показывают, что

Rk(y, A)≤l+A∣Mξt∣ + eA‰ + C(m) βak.Здесь C(m) = Il + ^m+J2 + ] и v=mm{mt 2}. Поэтому
∏ Rk(y, A)≤exp I h ∑ ∣Mξk∣ + eA'>β^+C(m)Bιm £ }.
Jt=l l ⅛=ι jЕсли ym> С (m) eBmπ и

7 1 1 ym
п~ У C(rn)Bmn ’то из (2.10) и (2.12) следует

х 
⅛)(∞)-⅛>ω≤(≤⅛*≡v х

(2.9)

(2.10)
(2.12)

× exp ! 1 +7 I ln T⅛- I i ∖^k∖ + eBv, I į In -c⅛7 Г }∙ (2-13)
Для ym>C(m)eBmπ утверждение теоремы вытекает из (2.1) и (2.13).Если ym≤C(rn)eBmn, то оценка (1.3) тривиальна. Теорема 1 доказана полностью.

§ 3. Доказательство теоремы 2 и 3Сперва докажем следующую важную лемму.
Лемма 1. Если ξ1, ξ2, ..., ξn имеют конечные третьи моменты и 

L3π < , то существует постоянная l1 такая, что для всех х из ин

тервала ____________________(8ВЛ; ]/ 2,5BJln⅛)
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имеет место неравенство

]w-Φ⅛]∣<ι-∏s(I)t⅛.-⅛. (3.,
k=∖

Если х из интервала ^-"∣∕ 2,5⅜ In -^θθ > -8ВЛ^ , то 
I ≈∙w-φ ш I« ιi r∙ (÷)+⅛∙⅛ 

k= 1В дальнейшем через Z1, Z2, Z3, ... - обозначим положительные постоянные. Докажем только первое неравенство, поскольку второе доказывается аналогично.
Доказательство леммы 1. Достаточно доказать теоремы и лемму для случайных величин с нулевыми математическими ожиданиями, поэтому в дальнейшем Λfξfc = O, k=∖, 2, ..., п.Положим ⅛' ω = / dF^ (и) = Φω (х) + ψ⅛> (х),

где ∣^ eiu d F⅛y, (и) при х< 1

Φ*A (*) = ' 1
f ^dF^(u) при 1

Х>Т

И 0 при x≤l
ψ⅛,ω = f e'*dFP(u)1 при 1

Φλa(x)- свертка функций ЛΦia(x), Φ2a(x), •• ФлА (я). Кроме того, будемпользоваться обозначениями, введенными при доказательстве теоремы 1. Случайные величины ξ1, ξ2, ..., ξ∏ имеют конечные третьи моменты β3Λ, l≤fc≤fl, и нулевые математические ожидания, следовательно, при ∕z>0 2л ∞
[ udFk(u)=- f udFk(u), (3.2)

— 00» ■ ( A2⅛

2
/I

f ⅛(>)≤i I A‰
h

00

f u2dfk(u)≤hβ3k.

h

f M<∕Fft(u)≤l (3.3)2 I ‰ 
h

(3.4)
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Очевидно_L J- — 2

Л Л Л h

Hk(h) = f ehadFk(μ)≈ f dFk(u) + h f udFk(u)+γ f u2dFk(u) +

— 00 —40 —00 —00

где (3.5)
r*(Λ)=- f dFk(u)-h f udFk(u)-^- f u2dFk{μ) +

L L i
h h h

_1_ 
h

— ooИз (3.2-3.4) следуети I rk (Ji) I ≤ 3A3 β3⅛
Hk{h)-∖-^ <⅛ ∣≤3A3β3t. (3.6)

(3.7)

O < Θfc < 1.

Отсюда для 1 ≤fc≤zι и 0<A<(4‰) 3 ¾(A)>j.Положим J £«и-Ž /-•*■'⅞S-Σ(∕""⅞ra),∙ мAr=l -да fc=l -даСледующее равенство является основным при доказательстве леммы. При_20<A<(4‰) 3
даGa(x)-Φ (^∙) ∣ = ∣-l+G√x)+ f e^hudF^} (и) +

X
п

„ ∏¾(⅛)<→ „
+ f e^to,<Z[Φn⅛(u)-⅛, (и)]—t^' —— f е л< 2 <7κ + [l-Φ (-^∙) ] +

х π О n
. п гп ®nh ∖x + uBn(h)∖ 1 I 

e-huBnwd------ 2--------------L ≤

∏ Hk (A) J I 

k=∖≤∕1 + ∕2 + ∕3 + 74. (3.9)Здесь даĄ = | 1-Gn(x)- f e~*“dFį$(u)

X

(3.10)
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и A =
z,=∣ ∫ e-^"rf[⅛>(u)-Φ,4(u)j j,

Xл
∏ Hk(ħ)e-l∙*
к=1__________l∕2ir u' -huBn(!i)→-φ(⅛)]о 1
п

Ц = ∏ Hll(h)e-l"
k=∖

∫ e-*∙,<*>d (x+ub"w) _

° ∏ Я* (А)fc=l1 “ -^-ħuBπW- V2⅛ į e

Оценка Ą. Как замечено при доказательстве теоремы 1,
du .

⅛>(∞)-⅛'(x)= f e~hudF<β(u)

Xи для х>0 ирО лi-g,,ω-t⅛>(∞)-⅛>ω] ≤ i - ∏ Шу)-
к—1Отсюда

(3.11)
(3.12)

(3.13)
(3.14)
(3.15)

пΛ≤l - ∏ Fk(y).fc=lОценка I2. Для оценки этого интеграла необходимо оценить ω (m)=⅛j(u)-Φn⅛(u). Функция ω(w) положительная и неубывающая при м>0. Кроме того, методом математической индукции нетрудно проверить, что

(3.16)
разность

Л

где

И

пωw≤ Σ ∏ w<y∙ *)•√-l (3.17)fc=l 
k≠j_1_

Rk(y, h)= f eh"dFk(u) = f e^dFk(u) + f <*dFk(u)=Hk(h) + Hk(y,h). _1_ 
hПри доказательстве теоремы 1 показали (см. (2.6) и (2.9)) t чтоя* Ст, A)≤43βajt^,

— 00

1 ≤fc≤7l, (3.18)
∏ Rk(y, Zr)≤exp I 3A3B3n + -y- B≡ + 43B3π 1.л=1 1 (3.19)
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Теперь из (3.11) и (3.17-3.19) следует∕,≤ -≤⅛- exp I WB*l + hy-hx+-⅛- 2⅛+43⅛, į- ∣≤≤ exp { 3A*⅛, + hy - ⅛ +1 hx-h'Bį ∣ +1∣ h* В* - į-1 + 43‰ į j. (3.20)
Оценка Z3. После замены переменных в (3.12) получаем4=1 ∏ ¾(Λ)e-fcl+*,j,"w ∫ <∕Φ(u)- ∫ rfφ(a) Į.Λ=1 ωn(A) х_

вп ____ 1При 0<A<(4‰) 3 Hk(h)>^ для 1 ≤Az≤τι. Пользуясь (3.7), нетрудно убедиться, что∑ ln¾(Λ)≤ ∑ In (1 +-£- <⅛+3⅛i‰)≤4^ Bi + 3KtBw,. 
k=l k=l∕8≤e^¾∣Z⅛w f dΦ(u)-e~^ ( dΦ(u)∖ +Далее

. 2B*+ e «

∏h1cw^
k-1

<∙<,-⅜+^sw i≤e n
x* -huBn (А)

X 
вп

_ huβnw 1 °0 -*-huBnψi

------- ∕ e du—zΓ7π=- I e6, ^2π о

!
п со-a*+⅛+ Σ lnfl*(*) II ∫ rf®(«)+" Jt=l 1 hBn(K)

du ≤

+ e^⅞ I f" de~^ (1-Φ (tt)) '≤∣ hB,(h)-^ I e^‰ 
hBn (A)

+ ⅛⅛l l-e4>{-Ax+-2⅜+∑ ln¾(A)}∣. (3.21)
n k=∖Здесь Į l-exp I ~hx+-^+ ∑ ln¾(A) J ∣≤

k=l≤l -⅛-Ajc+ ∑ lnH∣c(h) Į exp I Į -^-hx+ ∑ ln¾(ft) ∣ ∣. (3.22)” *-ι ∣1∣λ jk.l ∣ IПоскольку ДЛЯ 1 ≤jt≤71 ¾(A)-l + ^ <⅛+r*(A),где I r∣l (h) I ≤ 3Λs βte, тоu ' (-5- ⅛H∣(4Iln¾(A)=f σ⅛r√A)------ -j-Ц---------------- '----------, 0 < Θ⅛ < 12 (1 + -j- ®W + ®*r*(A))
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(см. (3.5)). Следовательно,
пĮ X-aλ∙+ 2 lπ¾wn Л=1-⅛-hx+⅛ b"+ Σ r*w- Σ

n к=1 к=\

Г Ä2 Г[у ⅛ + ''H*)]2 [ι+4^ 0*G*+0*r*<A)]
i I x2 ill Д т σfc+r*(,l)≤∣ ⅜-Aλ∙ +| A≈BJ-Ax +3Λ3‰+ ∑ —rj⅛--------------- j----- =jr∙ (3.23)1 ” 11 1 *-1 2 [1+4- ®*cį+0įrHA)J_2При 0<A<(4‰) 3 ∣r*(A)∣≤{

И 1 + у ΘJI<⅛+Θir4(A)>l-3A‰≥≈l, 1≤⅛≤h.В силу этогои лΣfc=l

[γ ⅛-ι⅛(A)Γ≤-⅞- βjrt+∣ A≈‰L j 2√4
Г А2 Г[т ⅛+f*WJ2 [1 + y Θ'σ^ + Θ'rjt(A)]2 ≤4^-‰ + 36A3⅛.1/4Отсюда и (3.23) получаем

~-hx+ 2 ln нк W ∣≤ j Į j^-hx ∣ + y I h2B2-hx Į +42A3‰ 
k=lC помощью этой оценки из (3.21) и (3.22) нетрудно придти к выводу, чтоA≤∣ A⅛(Λ)-i I √^⅛ [42A3‰+1 ∣ ⅛-Ax ∣ + ∣ I A4⅛-Ax∣]× 

×e*P [ - 2⅞^ + 42A3⅛+4 Į ⅞-Ax Į +j ∖hiBin-hx∖ J.
Оценка Z4. По определению ФАА (я) и Нк (А) соотношение является функцией распределения некоторой случайной величины ηfc, имеющей математическое ожидание _1_

«»- f --'"'⅛g-— даи дисперсию 2 2T⅛S--( / -ftτ),∙
— оо —оо
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Положим mn(h) = £ Mτik и B3n(h) = ∑ М ∣ τik-Mτik ∣3. G,th(μ) - функция 

k=l k=lраспределения суммы ηι + ηa+ . ■ . + τ∣a-mn(h) 
Вп (Л)т. е.

‰ ∖mn (h) + uBn (Л))
G „„(и)-------------Ч---------------------------

∏ Hk (Л)
k = 1Используя эти обозначения, Ц можем записать в виде:

∕1= ∏ ¾ (A) e- I f е~1шВ" wdGnl, (« + -¾F) - -~ f du ∣.λ-=l о v 1 оОчевидно,
п 00λ≤ ∏ ≡>c^k 1 j

к=1 0 г .-∙"iM∙÷-,⅞s-)-φ (∙÷⅛1 )]∣÷
* л 00+ ∏ ¾(Λ)e-** ∫ <r'mβ"ft>rf[Φ (»+-;СТЛ) )-φw] • (3.25)
к=1 0По известной теореме К. Эссеена [2]1 Gnh (w + x~mn(h) ∖ λ ∕ . x~mπ(h) ∖ ∖ C6Baπ(h)

Bπ(h) ) 1Γl Bn(h) ) Г jB≡(A) ' (3.26)
Нетрудно показать, чтои Bzn (h) ≤ 8eB3n (3.27)

∑ ln¾(Λ)≤∙^5≈ + 3A≈‰.Λ=l (3.28)
После небольших расчетов из (3.25 — 3.28) получаемΛ⅜ 1¾⅛,~ ехр { -hx + ^- B∙,WBl, } +

+ f] ¾(A)e- fct∣∕e^s"δ"ωrf[φ(u+-Tww) φω⅛⅛=ι 0
- l6ec∙fi∙" СП 
" В‘ (Л) exp { 3A3‰-⅛ + ∣Ax-A≡jB≡∣ + 1 } +

∣x-mn(A)∣ f
φ вп th) exp Į 3⅛3‰-2⅛+∣Aχ-A¾2l +j ~4⅛2a≡ j. (3.29)
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При оценках Z1, Z2, 4 и h считали, что 0 < h < (4‰) 3. Но в дальнейшем необходимо интервал изменения h сузить до (θ, у In ⅛p). Для h из этого интервала имеет место неравенствоАх43‰ —т-į .a ≤Z2∙
При этом, 42A3‰≤10. Заметим, что x>Bn. Пусть, далее, j = -≡-. Такой выбор законен, поскольку на у не наложены никакие ограничения, кроме j>>0. Все эти замечания и неравенства используем в оценках (3.16), (3.20), (3.24) и (3.29). Затем, из (3.9) следует, что

∣<M*)-φ(⅛)∣≤1-ΓU(τ)+
fc=l

+-!ψa- exp { --  ̂+ ⅛ + ∖hx-htB*∖ + ± I A4⅛-⅛ | } +
_ ■**+1 ab-w-⅛ I [42a3‰+÷ I ⅜-a* 1+1 ∣≡"-ftx∣]x 

×eχp {-⅛+l I ⅛-*χ∣+l ∣λ2⅛4-^∣ }+
+ ⅛^ eχP { -∙⅛+∣fe-^∣+l I -⅛-*,2ζ I} +

+ ,,l*⅛wwi^exp {-⅛+∣a*-a2^∣+∣ I ⅞~a*2*1 j∙ (3-30)
Оценим разность ∣B2-B2(A)∣ и ∣mn(A)-AB3∣. Это нетрудно сделать с помощью следующих неравенств:∣⅞(A)-l∣≤2A2σfc3,j

hI J* uehudFk(u)-hσk j ≤4βa⅛A2, (3.31)
— co

hj j* uehudFk(u) ∣≤3Λσ⅛
— 00и

_1_I ∫ u2ehldFlc(u)-σi ∣≤4Aβte,
—coкоторые доказываются аналогично (3.7).
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1 5 L~ *Показали, что Hk (А) > -į-, 1 ≤ k ≤ и, при 0 < h < — In g^-. Следовательно,

_1_л h п
+ ∑ ⅛( ∫ u^-dFk(u)∖∖ ∑ (16‰ + 8A2<⅛+144AM)≤ 168A2⅛, Jt=l k ■ -00 к=1 (3.32)

и отсюда
2∣J(Λ)>∣2iJ.По определению

Очевидно, 2 
n hl∞π(*)-ASΖI≤ 2 ⅛⅛r I ∕ ueh"dFk(u)-hσlHk(h) ∣ ≤ Л= 1 —002≤∙∑fl⅛Γ∣ ∕ "eto^W-Λ<⅛∣+∑ ⅛rl¾(Λ)-l∣≤

Jt=l -со fc=l
≤∑ (16Λ‰ + 8⅛M)≤24A*⅞,

k=∖

(3.34)и (3.35)
конечно, в том случае, если 0<A<-^- In и x>Bn.Основное неравенство (3.30) после применения соотношений (3.33 — 3.34) и группировки соответствующих членов в правой части имеет видI g"w"φ (⅛) ∣≤1- fl (τ) + ∣ Λ⅛(W-⅛ ifc=l+ [⅛=- е< + -⅛-+-⅛L*^W∣.] ехр { + ∖hx-h*B*∖ +

в„+ 2 I Btn h*B" I }+ hBn(h) [42a3^8∏+ 2 Į Biπ flx∖ + 2 ∣ hx ∣ ] ×
(3.36)
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Через Aπ обозначим множество значений функций mn(h), h>0. Вследствие (3.34) и (3.35) уравнение
v = mn(h)t veAπ

5В2 L~ *при любом v < In имеет решение h (v), удовлетворяющее неравенство ∣A(t>)BJ-v∣≤96o≡ ⅛. (3.37)■°пВозможны два случая:1) 8Bn<x< ]∕2,5B*ln ⅛ и хеА„

ИЛИ 1 ∕ L~12) 3Bπ<x< l∕2,5BJln к хфА„.Рассмотрим первый случай. В этом случае в (3.37) вместо v можно поставить х. Такой выбор не противоречит всем вышеприведенным рассуждениям. Имеем I h (х) В* - XI ≤ 96x2-⅛-. (3.38)
Подставляя h(x) вместо h в (3,35), получаем

h(x)Bi<⅛x. (3.39)Далее, из (3.32) вытекает
В*-В* [h(x)) ∣≤ 168Λ(x)⅛≤252x -⅛-. (3.40)

Отсюда, (3.32-3.33) и (3.38)
I h(χ)Bn (*ω)-⅛ ∣≤*ω Į в„-в„ (й(х)) |+£ ∣a(x)b≡~*i≤

≤ Jfflt'W⅛. + 95χi ⅛ ≤ 348.v2 J⅛l
В„+В„ (а (x)j "и

(3.41)
й(х)Д> (*w) 1.x

> вп • (3.42)
В силу (3.38) и (3.39) для 8В„<х< ]/2,5fi≡ln ⅛

I xh (х) - h* (х) I ≤ h (х) J х - h (х) В2„ I ≤ 144x3 ⅛ ≤ /8,■°п
(3.43)
(3.44)и (3.45)
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В неравенстве (3.36) вместо h подставляем h(x). С помощью неравенств8Bπ<x< ]∕T5BSln⅛(3.39) и (3.41-3.45) нетрудно показать, что для и x≡An

АГ?
Zįį X2 B3,l

x, X1
λ 2В* , l12B3n 8В* .е л + — е n +

х1i Лз B3n 2В* . luχiB3π 
Вп Вп

^≤l-∏Mτ)+⅛<&=1В этом случае лемма доказана.
х*

2B∙

Осталось доказать лемму для ⅛Bn<x< ]/ 2,5B≡In-5Q~- и xφAn.

___ Для любых функций /(А) положим Δf=f(h+)~f(hJ). Функции Hk(h) и

непрерывны слева, а также ∆Hk(h) = -e∆Fk (-i-) и ∆Qk (h)= — ∙∣∙ ∆Fk Очевидно,
Hk{h+)Hk(h-) (3.46)

5 ЬГ1Из (3.7) и (3.27) непосредственно следует, что при 0<A<-ln-5θy
hQk(h)-Hk(h)≤4.Поэтому

∑ ∆pk ({)≤Δmn(Λ)≤0.А=1При выводе этого неравенства надо использовать тот факт, что HkUι)>-^,

0<hc- In -gθθ-.l≤fc≤Λ, приПоложим
В силу (3.39)

(3.47)

h (х), выбранное из интервала (о, -∣- In ⅛p) таково, что
(3.48)

j (a.(x))≤x. (3.49)

Л

Из (3.46 — 3.49) вытекает
п

Ьт„ (/>_ (x)) j≤^- X ∆ft (r⅛)≤64eAL(x)‰≤900x≈ ⅛.
k-•! П
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Ввиду этого, для x< ∣∕2,5B≡ In -⅛-
0<x-x<900x2 ⅛<i х,

Вп 05т. е. ∙g∙ x<x<x.В (3.36) вместо h подставляем Л_ (х) (для которого т„ (ä_ (x)j=xeA„ 
и после несложных вычислений получаем

G,(X)-Φ (f) ∣≤1- ∏ Ft (⅛) + [∣A- (x)⅛ (a-(x))-⅛ | +Л=1
I⅛-⅛I)∙"4÷[⅛l"'4 ÷⅛*⅞4

xexp {--^ + ∖χh-(x)-h-(x)B*∖ + ]xh-(x)-xh-(x)∖ +
+ ^2 I ^5r~ ∣ + ∣ ^p~^B' I }", / Г- [42А1 (х) B2π+1 " n " , А_ (х) В» (а_ (х))

+ 7 I '⅞^xft^ (χ) I4"? I ⅞-⅜ l + ∑ ∣a- W*-*a-(*)I +
+ | ∣a-(x)B2-xA.(x)∣ + ∣ |хА_(х)-хА_(х)|]х

×exp {-⅛j∙+∣ I -^∙-x⅛-(x) ∣ + ∣ I ⅜-⅞ | + | lxA.(x)-xA.(x)∣ +
+į I«- (*) в; - хА. (х) I +1 I хА. (х) - хА_ (х) | }. (3.50)

Поскольку 0<A.(x)<-∣- In 4δδ^, x~m∣∙ (aW) и xe-4n, то

∣A-(x)¾(a. (x))-⅛I≤∕1β∙ IхА-(x)-А*.(x)-B2∣≤717, ∣-≤--xA-(х) ∣≤∕lβ 

1/2,5B≡ In и X $ А„ достаточно по-
(см. (3.39) и (3.41-3.45)).Очевидно, ∣xA.(x)-xA.(x)∣≤∕1, и Į Jį--Jį j ≤ ∕20. Для завершения 
доказательства леммы при 8Bn<x< следние оценки подставить в (3.50). Заметим еще, что ∙∣∙ x<x<x. Лемма доказана полностью. _ 2Лемма 2. При выполнении условий теоремы 3 для всех ∣f∣≤L3n3

<* л∣ΛW-e~ [l--⅛- ∑ Λf(ξi-Mξt)>] ∣≤810(n)La,∣d>e 4 ,
Л Ь — 1где /л (0 “ характеристическая функция суммы Sn.
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Доказательство. Следуя Ю. В. Линнику [7], нетрудно показать, что при выполнении данных условий для всех 111 ≤ ]∕ ψ2 («) имеет место неравенство r,
Поскольку

/*

_ 4⅛(nI t* Ψa (n) -^-Ψι(∏)
+ Cβ⅛∣Z∣3e 3≤C7Λ3n∣r∣3e 4 12 +-L^-L3ne 4 ^4 +Cβ⅛∣Z∣3e 3 12 .

4. Литовский математический сборник, VI—3

Лемма 2 доказана. _________
Лемма 3. При выполнении условий теоремы 3 для ∣ х ∣ > ]∕^,51∏⅛1 

имеет место неравенство ∣Fn(x)-Φ(x)∣≤Al⅛⅛L.Аналогично нетрудно показать справедливость следующей леммы.
Лемма 4. При выполнении условий леммы 1 для ∣ х ∣ > ∣∕̂ 2,5 In -⅛q- , 

∣Fn(x)-Φ(x)∣≤⅛.Доказательство леммы 3.Поскольку L3λ→0 при n→ ∞, то для больших п Lζnl>e. Обозначим
X*— — Пp(n)= sup I Fntx)-Φ (x)--γ7=- t⅛** ∑ Λf (ξt-jWξfc)3 Į. ∣χl>]∕271ΓΣξi 1 y2π В" t÷l 1Для доказательства достаточно рассмотреть случай х>Д/ 2,51n⅛1, так как для отрицательных х лемма доказывается аналогично. Пусть функция

—2^ П
y= I Fπ(x)-Φ(x)-~- 2 M(⅛-Mξbp I

k= 1в точке μ е (]/ 2,51n⅛l, оо) принимает наибольшее значение. При -t≤u≤μ
Φ(μ)-ψ⅛- ⅛p- ∑ M(ξk-Mζk^-Φ(u) + 

с •
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Возможны два случая: либо p(w)≤^^5-"-, либо р (и) >' &-8 -”3^ • В первом случае утверждение леммы 3 получаем немедленно. Если р (и) > —8-⅛)A" , 
то можно воспользоваться неравенством (см. [2])

Здесь
PW≤÷ / |^-^|(-лУЛ=А+4--°0 \ Гб /

φ0(r) = e^7 į Л/(ξt-Λ∕ξt)3j ,
π k=∖

(3.51)

(3.52)
Очевидно г < &14 (n) Lin2 "*^ μ3Из (3.51—3.53) вытекает P(")≤ .Следовательно, xt

i Λ(χ)-Φ(χ)-φi- -⅛±p- į j≤2li⅛⅛.
k = 1а так как ∣x∣>V 2,51n⅛l, то

(3.53)

∣F√x)-Φ(x)∣≤⅛⅛.Лемма 3 доказана.Утверждение теоремы 2 при L3π<-^~ немедленно вытекает из леммы 1 и 4. В случае L3n≥-giθ- теорему докажем с помощью неравенства (1.3). Сперва заметим, что при ∣x∣3<L3π неравенство (1.4) тривиально.Поскольку L3a>-^- и l-Φ(x)≤-∣^r при x≠0, то
1-Φ(x)≤ 500 L3n l*lβ * (3.54)
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Пусть в (1.3) y = x, m = 3 и Λfξ* = O, 1 ≤fc≤w, тогда1 -Gπ(x)≤ 1 - ∏ + exp { 1 + eBtπ (Л In ττ⅜g-)2 } , х>0.

Jt=lОтсюда при L3n > и x3>L3n l-Gn(x)≤⅛ + -^ι, C,>0,где Cβ — абсолютная константа. По определению Gπ(x)=Fn(xBπ), следовательно, 1 -Fn(х) ≤ t'+t^z∙,', . (3.55)Из (3.54) и (3.55) для x3>L3π следует (1.4), если только C3 = 501+Cβ.Аналогично доказывается теорема 2 для x3< — L3n. Теорема доказана полностью.Утверждение теоремы 3 следует из леммы 1 и 3.
§ 4. Доказательство теоремы 4Теорему докажем методом усечения случайных величин. Пусть 

fξk-Mζk если Į ξfc-Λfξfc∣≤(l +∣x∣)B,j, ηt-∣0 если ∣ξt-Λ∕ςt∣>(l + ∣x∣)5π,
Л„= ∑ Mτlll, B2 = 2 ЩЪ-МгцУ и В3„ = 2 Λ∕∣ηι-Λ∕¾∣3.Λ=l ⅛=1 fc=lСперва докажем неравенство (1.8) при

∑ f dFk(u + Mξk)≤j В2. (4.1)Л=1 Įu I>(I + 1λ I) BπВ этом случае
∑ f dFlt(u + M⅛)⅛

k=∖ I и l>(l + ∣х I) Вп

≤(T+⅛)4F ∕ u2dFk(u + Mω^. (4.2)π I U I >(1 + ∣X ∖)BnТак как
f ∖u∖dFk(μ + Mξk)≤ 

lu↑>O + ∖χ∖)Bn

≤( ∫ u2dFk(u + Mξk))^i ( f dFk(u + Mξt))* ,I u l>(l + ∣x∣) Bfj I u∣>(l + ∣x I) BnTO
⅛ ( ∫z ∖u∖dFk(u + M^ ≤∣ B2∙ (4.3)

k=∖ 1 и ∣>(l + lx i) BnПо определению
Mrlk≈ f udFt(u+Λfξi)= — f udFk(u+Mξk).

I u ∣≤(l+∣x I) Ba I M|>(l + lx|)Ą,
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Следовательно,M>∣≤ (H-∣*∣) J, ∑ f u4Fk(u + Mξll)≤± В,. (4.4)
n k=∖ I ul>(l + ∣x∣) BnИз (4.1) и (4.3) вытекает S≡>4⅛ (4.5)Для всех х имеет место неравенство∣F,(x)-Φ(x)∣≤∣p{-^ ∑ (ηt-Λfηt)<⅛^ }-φ(⅛k.) ∣ +

+ i Ф (⅛)-ΦW 1+ į P{∣ξt-Λ∕ξJ>(l +1 x∣)⅛}. (4.6), x Вп ’ 1 Л=1Оценка разности ∣ Fn (х) — Ф (х) Į сводится к оценке выражений, находящихся в правой части этого неравенства. Поскольку случайные величины η1, η2,..., r∣n имеют конечные третьи моменты, то к ним применима известная теорема К. Эссеена [2]:

(4.8)
(4.9)

I' {į ∑ ⅛ - ^⅛> < ⅛i [ - * (⅛i), ≤ ⅛⅛⅛ ■Легко заметить, что‰≤8 ∑ f lu∣3dFk(u + Λfξk).

k=l ∣ul≤a + lx∣)BnВ силу (4.4) и (4.5) 5≡ + ∣xBn-Лл|3>С10(1 + lx∣)3B3.Теперь оценим разность lφ(⅛")-φwi∙
При Į х Į ≤ 1 необходимую оценку нетрудно получить с помощью следующей леммы [11].Лемма 5. При всех х

H⅛lH(⅞⅜t⅛!⅛-4
Здесь σ1>0 и σ2>0.В силу (4.9)

I φ ∕x⅞-λl∖ φ(x) Ь . !£<-+ .Г ∖ A ) κ I V2π‰ V2π⅛(⅛+A)
(4.10)

Имеем
⅝=B%~ 2 ∫ M2JFjk(w + Λ∕ξjt)- ( ∫ udFle(u + Mξk)} .

k=l fu I >(1+∣ x∣) Bn k=l I и ∣>(l + ∣x ∣) ВпОтсюда (4.2) и (4.3)
В‘ I ≤ 2 2 f utdFk(u + Mξ*). ; ,fc=l I и I >(l + lх I) Вп
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Из (4.4) и (4.5)

∣Λ∣ < i
V‰⅛, " (1+1*1)в; 2 f u>dFk(u+Mξk). 

k=I ∣u∣>U + lx∣)BnТри последних неравенства показывают, что при ∣ х ∣ ≤ 1lφ(2⅛s-)-φWH-(Γ+∣‰ Σ / «*^(«+М^. (4.11)
n n k=∖ I и I >(1 + ∣ X I) впПусть теперь х>1. Тогда -≡-<(xBn-Aπ)∣Вп и 

φ(⅛)-φ<⅛⅜⅛∣τi--l<< (.÷⅛l∙j∙ Σ f садП Ar=l I и ∣>(1 + ∣Λ∣)BnАналогичную оценку нетрудно получить для х < — 1. Очевидно, что į ∫ dFk(u+M⅛)≤
k=∖ I и I >(1+U I) вп≤-(l + l*l)^^∙ ∑ f utdFk(u+Mξlt). (4.13)

n k=l I u∣>(l + ∣x∣) BaИз (4.2), (4.6 —4.9) и (4.12 — 4.13) вытекает, что при
∑ f u2dFk(u+Mξk)< j , *=ι UI><l+∣x∣),B11∣Λ(x)-Φ(x)I≤0 + i¾,j, ∑ f uUFk(u + M⅛) +

n k=∖ I иI>(l + ∣xI)Bπ

n+ (l+∣χ108-S8 Σ ∕ I u∖3dFk(u + Mξk).
n k=l I и ∣≤(l + ∣x I) BnОтсюда с помощью равенства(l+∣xl)Bn7∏-∙⅛)-J∙ ∫ f ^dFk(u+Mξk)dv =0 Ju∣>v= (i + ∣^∣)2βt į u*dFk (и + Мζk) +n ∣u∣>(l + ∣x∣)Bπ+ (^1 ÷∣2∣Fjpa J I u∖3dFk(μ+Mξk),n I« I≤(1 + ∣x∣)Bλкоторое можно проверить, интегрируя интеграл левей части по частям, получаем утверждение теоремы 4.
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Так как в силу неравенства Чебышева∣^)-φω∣≤τ+⅛-∙то в случае
п

∑ ∫ lW>(u+Mξ)½±⅛

fc=l I ul>(l + ∣xI) впоценка (1.8) с C6=12 тривиальна.Вильнюсский Государственный Поступило в редакциюуниверситет им. В. Капсукаса 28.ХП.1965
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LIEKAMOJO NARIO CENTRINĖJE RIBINĖJE TEOREMOJE ĮVERTINIMAIA. BIRELIS
(Reziumė)Straipsnyje nagrinėjama nepriklausomų nevienodai pasiskirsčiusių atsitiktinių dydžių seka. Įrodoma keletas teoremų, kuriose gauti liekamieji nariai ((1.4), (1.6), (1.8)) priklauso nuo atsitiktinių dydžių parametrų ir nuo pasiskirstymo funkcijų argumento.

ON ESTIMATES OF THE REMAΠ)ER TERM IN THE CENTRAL LIMIT 
THEOREMA. BIRELIS

(Summary)The present paper considers a sequence of independent and not equally distributed random variables. Some limit theorems are proved about the remainder term. In the all cases the obtained remainder term ((1.4), (1.6), (L8)) depends on the parameters of the random variables and also on the argument of the distribution functions.


