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О КЛАССЕ ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ ДЛЯ РЕДЕЮЩИХ 
ПОТОКОВ ОДНОРОДНЫХ СОБЫТИЙИ. Н. КОВАЛЕНКОПусть имеется поток однородных событий рекуррентного типа, т. е. интервалы между последовательными событиями — независимые, одинаково распределенные случайные величины. Допустим, что каждое событие потока, независимо от прочих, с вероятностью ε, 0 < ε < 1, порождает событие вторичного потока. Затем осуществляется преобразование оси времени 

t' = 8t. Спрашивается: каков класс предельных потоков, если исходить из фиксированного рекуррентного потока и допустить, что δ→0 и ε = ε(δ) ->0?В случае, если интервалы между событиями исходного потока обладают конечной средней длительностью, вопрос решается теоремой А. Реньи [1]: при нормировке ε = cδ, где с — положительная константа, предельный поток будет простейшим. (Данная теорема позднее была обобщена Ю. К- Беляевым [2] на более общие потоки.) В настоящей заметке исследуется случай произвольной нормировки.Обозначим через φ(s) преобразование Лапласа—Стильтьеса распределения длительности интервала между событиями исходного потока. Тогда как легко видеть, вторичный поток будет рекуррентным, и соответствующее преобразование для него (с учетом изменения масштаба времени) будет иметь вид
Обозначим φe (-у) = £ф (М1—(1—ε)φ(δs) (1)

(2)если этот предел существует.Теорема. Введенная функция может иметь только следующий вид: <РоСО= ∣+'mt. Res≥0, с>0, (3)где 0 < β ≤1, либо φoW≡l∙ (4)Для того, чтобы φ0(s) имела вид (3), необходимо и достаточно выполнение равенстваφ (s) = 1 — а (s) sβ + о (а (s) sβ j (j→0, ly>0),где a(s)>0 — медленно меняющаяся функция при s→Oj∏i∏a^L=λ
δ→0 ε (О)
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Для того, чтобы φ0(1y) имела вид венство (4), необходимо и достаточно ра-

где

l-φ(δj) = o(ε (8))Доказательство. Запишем (2)φ0 (5)=lim----δ→o j +
) в следующем виде:1i-φ(M , ε(δ)φ(MПри δ→0 также φ(δs)→ 1 (если s фиксировано). Поэтомуφ<>(*)=  ι+α(j) ■ (5)

(6)Пусть a(,y)≠0 при s>0 (невырожденное распределение). Тогда1 m (R√∖ 1 — ψ(δ~'∙s) e (δ —e(8⅜ ∙-⅛2=
Н)

→H¾-¾r-→)*(τ)∙Поскольку а (5) при Re1y>0, очевидно, аналитическая функция, мы применить формулу Тейлора:α (s') = а (s) + а' (5) (s' — s) + о (s' — s).Подставив это равенство в (7), получим:

(7)можем

«' (s) (s' - s) = a W [ К (γ) - 1 ] + o (s’ - s).

Разделив это равенство на σ, (s) (s'-s) и устремив s, к s, придем куравнению
°t, (-у) _ ß 
a (f) s ’ (8)где β(5)=^'(l). (9)Решение уравнения (8) имеет видa (5) = csβ, (10)где с — произвольная постоянная.Вспомним теперь, что φ0 (s) = 1+* ------преобразование Лапласа—Стильтьеса неотрицательной невырожденной случайной величины. При s>0 φ0(s) должна быть убывающей функцией.Подставим (10) в (5): tp°W=π⅛τ∙ <ll>

Для этого необходимо, чтобы cβ>O. Но при c<0, β<0 функция (11) будет иметь полюс в точке 1y=(--)0> 0, что невозможно. Остается только случай c>0, β>0l Далее, поскольку при s>0 φ0($)-выпуклая 
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функция, не может быть ß>l: иначе φJ(O) = O≤φθ(j)≤O, а, следовательно, φ0(s)≡l. Таким образом, с> О, 0<β≤l.Если подставить (10) в (7), мы придем к формуле
откуда K(z) = z⅛ или, что то же,

δ→0 εТеперь очевидно выполнение условия сходимости, фигурирующего в теореме.Проверим, теперь, достаточность данного условия.Пусть φ (s)= 1 -α(s)sβ + o [α(∙y)jβ],где a (s) — медленно меняющаяся функция. Тогда⅜(fe>~ 1 l εПоложим
Так как a (s) - медленно меняющаяся функция при s -»0, то a (Si) ~ ~α(S)(S→0), и Ф. (M įso“* Фо («) = 1+cįT •что и требовалось.Случай сходимости к вырожденному распределению (4) тривиален, и мы не будем на нем останавливаться.Следствие. Предельное распределение для редеющего потока будет показательным (при соответствующей нормировке) тогда и только тогда, когда — φ'(0)<oo, т. е. интервалы между восстановлениями исходного процесса имеют конечное математическое ожидание.Возникает вопрос: существуют ли распределения неотрицательных случайных величин, для которых 1 — φ (s) = sp a (s) + о [sβа (s) ] (s → 0, s > 0), где 
a (s) — медленно меняющаяся функция, а β принадлежит интервалу (0, 1)? Ответ получается положительный. Проще всего в этом убедиться, рассмотрев распределение с плотностью
В этом случае

∕>ω=( 0,β

I χβ+> ’

если х < 1,если х > 1.
φW=β∫ -^rdx-

iПодставим в эту формулу s' вместо s и сделаем замену s,x = sy. Получим: 
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Произведя предельный переход при s' → s, придем к дифференциальному уравнению <J>' W=7-φ(j)-7-e-*∙Положим φ(s)=l-s∣j∕(s)∙Тогда легко получим∕'ω = -Λ-(e-'-D=-⅛ + o(⅛) (^→0),откуда
f(s) = c + oи φ (.у) = 1 - суР + о (5) (s → 0).c≠0, поскольку в противном случае было бы φ (1y)= 1+о (s), в противоре- ∞чии с расходимостью интеграла ∣*  (β≤ 1).1К этому же выводу можно было бы придти и на основании тауберо- вой теоремы.В действительности сходимость к предельному процессу восстановле. ния с функцией F(x), преобразование Лапласа—Сгильтьеса которой имеет вид (3), имеет место в значительно более широком классе случаев, чем в предположении о том, что исходный процесс — процесс восстановления. Однако, мы не имеем возможности здесь на этом останавливаться.Интересна также следующая постановка. Исследовать класс S распределений, получающихся в результате следующего предельного процесса: τ⅛⅛‰r- <12>

Эта постановка аналогична задаче нахождения предельных распределений для последовательностей серий независимых бесконечно-малых случайных величин.Класс предельных распределений в данной постановке значительно шире, чем в предыдущем случае. Мы ограничимся только тем, что приведем две интересные леммы.Лемма 1. Если и ≥ 1, ci > 0, 0 < β, ≤ 1, 1 ≤ i ≤ л, тоφ0ω =--------г----------≡s.∣ + ∑√i
/ = 1Лемма 2. Если φ (s) - преобразование Лапласа—Стильтьеса неотрицательной случайной величины, то%ω = -Γ77T⅛ωΓ≡s∙ где c≡s0∙

Лемма 1 вряд ли требует объяснения. Докажем лемму 2. Возьмем в качестве <pa(s) функцию φ∏(∙j)= 1 -γ∏+γ∏φW, (13)
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где O<γn<l, φ (s) — преобразование Лапласа—Стильтьеса некоторой неотрицательной случайной величины. Формула (12) приводит к равенству

φo w “ ± 1 ■ <~' ‘ни— ■ (14)≡λ l-γ∏[i-φ(j)]Положим теперь γn = cεzι и заставим εn стремиться к нулю при n→∞a В пределе получим φ0 (j) = { 1 + с [1 — φ (5) ] }^1. Лемма доказана.Небезинтересно отметить, что в случае последовательности серий для сходимости предельного процесса к потоку Пуассона существование математического ожидания интервала между восстановлениями исходного процесса не является необходимым. Более того, может существовать положительная вероятность того, что интервал между восстановлениями будет равен оо. Чтобы убедиться в этом, возьмем φfl(j) в виде^^=-Γ+⅛- (°<Y<1) (15)(,»случайная величина“ с вероятностью l-γπ равна показательно-распределенной случайной величине и с вероятностью γπ равна бесконечности). Подстановка (15) в (12) дает равенствоφ0 (s) - hm 1 + (1+εnj 5+уя/£я •Если επ → О и γn = 0 (εfl) (я → 00) (например, γn = ε2π)t то φ0 (s) = .При каждом фиксированном п процесс будет обрывающимся, но при неограниченном возрастании п момент обрыва с вероятностью 1 уходит в бесконечность. Поступило в редакцию 26.Х II. 1964
ЛИТЕРАТУРА1. A. Reny i, A. Poisson-folyamat egy jellemzese; Тр. Матем. ин-та, АН Венгрия, 1 : 4, 1955, 519 - 527.2. Ю. К. Беляев, Предельные теоремы для редеющих потоков, Теория вероятн. и ее прим., 8 :2, 1963.

APIE HOMOGENINIŲ ĮVYKIŲ RETĖJANČIŲ SRAUTŲ 
RIBINIŲ PASISKIRSTYMŲ KLASĘ

I. N. KOVALENKO

(Reziumė)Surasta retėjančių rekurentinio tipo homogeninių įvykių srautų galimų ribinių pasiskirstymų klasė. Formuluojamas ir bendresnis uždavinys.
ON THE CLASS OF LIMIT DISTRIBUTIONS FOR 

THINNING CURRENTS OF HOMOGENIOUS EVENTS

I. KOVALENKO

(Summary)The class of possible limit distributions for thinning homogenious currents of recurrent type is found. A more general problem is formulated.




