
3v ЛИТОВСКИ R МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 
LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS

О ПРОИЗВОДЯЩЕЙ ФУНКЦИИ МОМЕНТОВ ЧИСЛА ВОССТАНОВЛЕНИЙ 
В СЛУЧАЕ ДИСКРЕТНОГО ПРОЦЕССА ВОССТАНОВЛЕНИЯ

В. ЛЮТИКАСПусть { Xi} — дискретный процесс восстановления, Nr — число восстановлений до момента г включительно. Основным аппаратом нахождения вероятностных характеристик числа Nr являются производящие функции. Кроме других результатов, В. Феллер в 1949 году нашел аналитическое выражение производящих функций моментов первого и второго порядка величины Nr. В. Феллером доказано, что MNr и M2VJ являются, соответственно, коэффициентами при sr в выражениях
Pfr) „ pζ(j)÷P(j)

(M[1-PW∣ И (1-5)I1-T>ωi≈ ’где
QO

P(s) = ∑pksk и pk=P{Xi = k}

— распределение вероятностей случайных величин Xi.В настоящей статье приводится доказательство теоремы, определяющей путь конструирования производящей функции моментов величины Nr любого порядка.
Теорема. Пусть г — целое число и Xi принимают целочисленные значе

ния, тогда производящая функция моментов т-того порядка величины Nr

где
00

^,(s) = ∑ PkSk, Pk=P{Xι = k}
k=0

и а(„т) — постоянные, вычисляемые рекуррентной формулой 
a(m) = (n + η fl(">-D + (m _ n} a^!r11∖

причем
∩(m) _ n(m} _1 и z7(m) _ n(m) a0 ~am-l~i и an -am-n-VДоказательство. Известно, что момент т-того порядка величины 

Nr при условии, что г —целое число и Xi принимает только целочисленные значения, задается формулой
л= 1

5. Литовский математический сборник, V-3

(1)
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Также известно, что P{^>λ}=P{¾≤γ}, где
п

⅛=∑ х.
. i-lЭтому соответствует l-P{^<τ>}=P{¾≤r} и l-P{tfr<H+l}≈P{S',l+1≤r}.Но,

л—1∕>{Λr,<n}=∑p{Λς=fc}.
А=0

лP{Λr,<π+l} = ∑P{ΛΓ,=fc}.
fc=0Разница последних двух равенств дает P{M=π}=P{Sn≤r}-P‰1≤r}.Обозначим P{Sπ≤r} = F.(r),Р { ∙Sw+l ≤ r } = Рл+1 (О

И M2V? = g?").Тогда из (1) получаем
г90">=2∏'"[^ω-^+ι(r)]. (2)

л=1Ясно, что
гfn+1(r) = 2 Fn{r-k)∙P{Xn+l = k}

⅛=1и
г

Λ+√Γ) = ∑ F,+1(r-k)-P{Xn+2 = k}.
к=1Но все Xi распределены одинаково, поэтомуP{Xl+1 = fc}=P{X,+2 = ⅛}=pt.Таким образом

W)- ∑ Fn(r-k)pk,
к=1
г

Λ+2(r)=V Fn+1(r-k)pk. (3)
А=1По (2) формуле получаем

г-1

<M-∑ ^lFΛr-k)-Fn+1(r-k)Y (4)
л=0Границы суммирования здесь для удобства доказательства берем другие, но это только формальная замена, и она сути дела не меняет.
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Умножаем (4) равенство на pk и суммируем
г r—1 r г '

2 ?г’-*Л=2 nm[∑ Fn(r-k)pk-'^l F,+1(r-fc)∕,*]. 
Jt=l л=0 k≈∖ k=lНо (3) нам дает

r r—1

2 j,¾λ=2 *"[ft+ι0-⅛+ι0J∙
Л=1 л=0В последнем равенстве принимаем n = λ-l. Тогда

г г

∑ 9^∖Pk≈∑ (λ- im(r)→+ι0] =
Jt=l λ=l

r т= ∑ ∑(-l)'^λ-"-∙[Fλ(r)-fλ+ι(r)] =
λ=l i=0

m г

=∑ (-i)ici, 2 λ,-'κw-δ+ι(4
i=β λ=l

(5)На основании (2) получаем
2 β‰⅛=∑(-i),<3.*P ,^0∙
Λ=l ι=0Естественно принять pQ=P{Xi≈O} = 0. Также pk≈0 для всех k>r. Если 

cq со

2 <lkiiJi≈Gm(s)> то, имея ввиду, 4τo^∕⅛=l, из (5) при соответствующих fc=0 Jt=Oзначениях т получаем производящие функции моментов величины Nr
P(s}

G1(s) = (i-j)[i --p(j)] ; (формула впервые получена В. Феллером)
G2 (у) = (i^[i+,fp(s)]a > (формула впервые получена В. Феллером)

r P8(j)+4P≡(5)+P(5) .3w (i-j)[i-pωr ’ лл _ p*ω+ιιp ,ω+∏paω+pω .(l-j)[l-P(j)]<
Pβω + 26P4(j)+66P≡(s) + 26P≡(j)+P(j)5 w (1-j)[1-P(j)]≡Таким образом, есть основание предполагать, что 

m— 12 flMpw-"(j) Gm = (l-j)[l-P(j)r ’ где ⅛w° — постоянные, вычисляемые рекуррентной формулой fl(m) = (« + 1) ⅛¾ + (т - и) α⅛1∖. причемПусть
где

<⅛m'=<⅛,m21=l И ⅛">=0j‰-1.

/-1
2 a(npi~n(s) 

("1Λ)[1-PW]' •

(6>
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Из (5) получаемG” W=τ⅛ω ['"σ'"-*  <,) - c⅛ g"→ W + • • • + (-1)"^, c⅛ <⅝ W++ (-1)" mG(s) + (- 1)",÷1 ∙ .Применяя (6), получаем
G (ιy) = . я=0_________________ (?)где

т—1⅛m,= ∑ (-l)i+1C'1[⅛'17'>-(i-l)⅛⅛>1 + Cf-1⅛7⅛--q,-1<e7⅛+...+(- i)i(i-1)4-20+(- i)i^14-i0]+(- 1)"C⅛.1, где ⅛0 = αj,21 = 1, а αj0 = O, если y>ι. Таким же образом, вычисляя Z⅛n-υ и JLJ171∖ получаем 4т) = (« + 1) 4Ш_1) + (m - и) L⅛1>,то есть
L™ = (« + 1) ⅛m~1> + (т - п) ⅛1√). (8)Остается доказать, что LJJ, = ⅛n∖ то есть доказать, что L⅛ny=L%jLπ-1, ибо ⅛z° по нашему предположению должен быть коэффициентом при 

Pm~π(s) и Pn+1(s). Из (8) получаем⅛m, = (и + 1) ⅛m-υ + (m-n) a<nn⅛1>

L^ln,1 = (m-n)a^→l1 + (n+ l)αfc⅛j.Но из (6) получаем
un um-n-2 11 un-1 ит—п — 1’Поэтому

L^=L^ln.1 = a^. (9)Таким образом, вставляя (9) в (8) и (7), получаем то, что требовалось доказать.
Институт физики и математики Поступило в редакцию
Академии наук Литовской ССР 6.XL1964
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APIE ATSTATYMŲ SKAIČIAUS MOMENTŲ GENERUOJANČIĄ FUNKCIJĄ 
DISKRETINIO ATSTATYMO PROCESO ATVEJU

V. LIUTIKAS

(Reziumė)

{ Xį} — diskretinis atstatymo procesas, Nr — atstatymų skaičius iki r-tojo momento imti
nai. Darbe parodomas konstravimas generuojančios funkcijos momentų MΛrrm, žinant gene*  

∞

mojančią funkciją P(s)=∑ Pk^c, kur Pk=P{ X,=k }.
*=o
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ÜBER ERZEUGENDE FUNKTION DER MOMENTE DES ZAHLES DER 
WIEDERSTELLUNGEN IM FALLE DES DISKRETEN 

WIEDERSTELLUNGPROZESSES

V. LIUTIKAS

(Zusammenfassung)

{Xi} — diskreter Wiederstellungprozess, Nr — Zahl der Wiederstellungen bis zum r-ten 
Moment In der Arbeit wird die Konstruktion der erzeugenden Funktion der Momente MN™ 

∞
durch die erzeugende Funktion P(s) PkSk wobei p∣c=P {Xi=k} bewiesen.

k=0




