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УСТОЙЧИВОСТЬ В ИГРАХ С w-КВОТОЙО. Н. БОНДАРЕВАСледуя [1], кооперативной игрой п лиц Г будем называть пару ζ N, и>, где 1) Λ = (l, 2, п) — множество игроков и 2) v (В) — вещественная характеристическая функция, заданная на некоторой системе подмножеств 
Q≈{B'.B<=N} (считаем всегда {i} ∈ (≡). Будем предполагать v (В) нормированной так, что

v ({0) = 0, iE N,w(B)>0, Be<5.Если далее положить ε>(S) = 0, S<≡N, но SφQ, то данное определение перестает отличаться от классического ([3]).Вместо дележей рассматриваются векторы выигрышей вместе с коалиционной структурой (х; 23) = (x1, ...» xn', B1, ..., Вт):1?! U ... U Bm = N; Bi(∖Bj = Λ, i≠j∙i ∑xj = v(Bi), ι=l, ...tm.
J*B iВ дальнейшем пару (х; 23) будем называть структурой выигрышей. 

Множеством партнеров в (х; 23) множества К называется
P[K∖ (х; 23)]=∣J{φ∙∈⅛ Bj(}K≠Λ}.

JСтруктура выигрышей (х; 23) называется коалиционно рациональной, если 2 *i≥v(B)  для всех BcBj.
{евРассмотрим коалиционно-рациональную структуру выигрышей (х; 23), и пусть К ∩ L = А; К, L<≡Bj, тогда угрозой К против L называется коалиционно рациональная структура выигрышей' Си, 2) = C∏1, .... ул; C1, ..., С,), для которой L∩P[∕C (х; 23)] = Λ,

yi > xi, i e К,

yi≥xh iEP[K∙, (х; 23)],и контругрозой L против К называется коалиционно рациональная структура выигрышей (z, b) = (z1, ..., z„; D1............. Dq)
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такая что KφP[L∖ (z1 Ъ)] и
zi>xi, ieP{L∖ (z, b)],

zi≥yi, ieP[L', (z, b)]∏P[K- (у, £)].Коалиционно рациональная структура выигрышей (х; £) в Г называется устойчивой, если на любую угрозу некоторого множества К против L существует контругроза L против К. Множество М всех устойчивых структур называется множеством соглашений', M≠Λ,, т. к. структура (О, ...» 0; { 1 }, ..{«}) — всегда устойчива.
§ 1. Эффективные коалиции. Коалиция В*  называется эффективной, если существует такой вектор выигрышей {xj∙}⅛b∙, что

4∑⅛r*rV∏}=ζ (fc=∣4 5*D∙
iεB∙или 2) из множеств В* \{ i}, iE В* и {i}

B*∖{Γ} + {i} = B*∙,

∑xi = v(B*) ∖ ∑ xi≥v(B), B≈B*,  BeQ
ieB*  ieB

(x1-≥0, т.к. {z}∈(S).Назовем игрой Γs. следующее усечение игры Г: N*  = B*  nv*  (B) = v(B), 
B<≡B*,  т. е. S*  = B*∩  (=>. Очевидно, что необходимым и достаточным условием эффективности В*  является существование ядра в Γb*.Пусть Ω = (B1, ..., Bk). Назовем, как и в [4], покрытием множества N 

kтакой набор вещественных чисел (λ1≥0, ..., λfc>0), что ∖j-Bj = N, где
_ _ 7=1
В j и N — характеристические функции соответствующих множеств, т. е. f 1, i<≡BjBj~(⅛, ..., διu), ⅜=(0 j∙^'. λγ=(1..............1).
Покрытие называется приведенным, если векторы {Bj}, соответствующие λ7∙>0, линейно независимы. Приведенных покрытий конечное число. В [4] показано, что для того, чтобы у Г существовало ядро, необходимо и достаточно, чтобы для любого приведенного покрытия (λ1..............λjfc) было

k
∑⅛-v(Bj∙)≤v(N).
√∙=1

Теорема 1. Для того чтобы В*  была эффективной коалицией, необхо
димо и достаточно, чтобы для любых таких B1c∑B*,  ..., Bi^B*,  что

I I
Bu ..., Bi линейно независимы и У ^kj-Bj=B*,  выполнялось ∑λj∙v (Bj)≤ 

7=1 7=1≤v(B*). Теорема 3.1 из [1] является следствием этой теоремы, т. к если все допустимые множества Bj<zB*  имеют вид В*  \ {i}, то покрытия В*  могут быть составлены лишь двумя способами: 1) из множеств B* ∖{i}, iE В*  
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для покрытий первого вида получаем условие2*>(B*∖{∕})≤(Λ-l)∙c(B*),

/еви для второго — v (В*  ∖ {i}) ≤ v (В*),  i e В*.
§ 2. m-игры. Назовем игру Г m-игрой, если допустимыми коалициями в ней являются лишь коалиции, состоящие из одного, m и и игроков.Набор вещественных чисел ω1, ..., ωn называется в [1] т-квотой, если v (В) = 2 ω∕ Для всех 2?: IВI = m (это определение отличается от cozesответствующего определения Шепли и Кэлиша (см. [3]) тем, что здесь от- 

лсутствует требование ωi = u(A)j.
i= 1Исследуем теперь устойчивые структуры в m-играх. Заметим, что вообще (x1, ..., хп; N) может быть устойчивой, только если коалиция N эффективна. Эффективность любых Bi≠N в m-игре тривиальна, т. к. отличные от одноэлементных подмножества существуют только у N.

Теорема 2. Если для любых

BifζEQ, ∑ v (β∙k)≤rnv W»
⅛=1

то N эффективна в m-игре. Для m = n-∖ эти условия и необходимы.Теорема следует из теоремы 1, если заметить^ что любое приведенное покрытие, содержащее и компонент ,,покрывает“ каждый элемент N не менее, чем m раз. Для покрытий же, содержащих меньше, чем п компонент, необходимо выполнение более слабых условий.
Теорема 3. Если в m-игре существует m-квота, то в ней существует 

устойчивая структура вида

(*! ..................×n, В, {⅛}..............{⅛}) (x,l= ... =¾ = 0, ∣B∣ = m).Доказательство. Рассмотрим m'-квоту игры и пусть ω1 ≥ ωa≥ ≥...≥ωπ. Положим, B = {l, 2, ..., m}. Рассмотрим отдельно случаи ωπj≥0 и ωm<0.1) ωm>0, т. е. все ωz∙≥0, iE В. Покажем, что в этом случае структура (ω1, ..., ωm, 0, ..., 0; В, {m+l}, ..., {n}) - устойчива. Пусть для некоторых K∩L = A, K∖)L<≡B существует угроза К против L, т. е. существует такая структура (y1, ...» уп; C1, ..., Ср), что L(]P[K∖ 
(у, £)] = А (если обозначить через Cj те Cj, для которых Cj∩K≠A, то удобнее вместо Р[ЯГ; (у, £)] писать и Cj

yi>ωi,

Уi > ωi>z∙≥o,
iE К,

iE и Čj-n В, 
iE и Cj\В,т. е. 2 y∣=∑ <■>/•

UQ U Су
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Перенумеруем игроков в и Cj следующим образом: пусть i1, ..., iteK.Для остальных имеем Σ ωι> далее а) если все jj∙<ωf∙, то пере-
υCj∖κ ucj∖κнумеруем их произвольно, б) если существует i: yi > ωz, то назовем его ⅛+1, а для остальных игроков получим продолжая этЬт процесс,построим последовательность z1, ..., iqr обладающую свойством9 9∑¾<∑ω⅛, r>i- (*)  

k=r к=гПоложим P=Z,U{i,}∪{ι,-1}U ... U {⅛-il∣+ι}.так как ∖L∖<m(L≈B и С), то ^-∣Z,∣ + l>l и KφD.Покажем теперь, что L имеет против К контругрозу вида(z, b) = (z1, ..., zn∖ D, ⅛}, ..., {ikn-m})∙Действительно, чтобы (z, b) была контругрозой, необходимо и достаточно выполнение условий zl≥ωl∙, ieLt
zi≥yi, i≡D∖L (D∖L=D∩ u∂y∙),У zi=∑ ωi.

ieD is DДля разрешимости этой системы в свою очередь необходимо и достаточно выполнение условий ¾≤ ω*> которые следуют из (*)  по построению D. iεD∖L teD∖L2) ωm<0, пусть ω1, ..., ω⅛≥0, ωfc+1<0. Положим
т∆=∣ 2 о>(| и S={l, 2.................к}.

i=k+∖Покажем, что структура выигрышей(ω1-ε,∙∆, ..., ω⅛-ε⅛ Δ, 0,___ _ 0; В, {ra+l}, ..., {«})
кустойчива (εz∙>0, ^ε,∙=l, ε,∙ ∆≤ωj∙, можно взять, например, ε1∙ = λ.ω, ,

так как ∆≤^ωl∙, то ε1∙∆≤ωj∙). ι = IДокажем, что никакое множество KczB не может иметь угрозы против какого бы то ни было L.
Для существования угрозы К против L необходимо существование такой-структуры (y1, ..., yn∖ С, {f1}, ..., {iπ-m}), (из определения ra-квоты, m>-⅜- в данном случае, поэтому все структуры выигрышей имеют такой вид), что

yi > ωi — εi Δ, i ∈ (S ∩ С) ∩ К, 
yi ≥ ωi — εi Δ, i ∈ (S ∩ C) \ K, 

yl≥0, ieC∖S,

∑J,ι=∑ωι∙
ieC ieC
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snc сЗаметим, что

m -Δ= JΓ ωl≥^ωi, i=Λ+l C∖S так как ∣C∖S∣≥m-fc(∣C∣ = wι и ∣∣S,∣ = fc), все ωi≥ω7∙, i>j и ωx∙≤0, iφS. Итак, ∑ ω,-Δ 2 ε'≥ ∑ ω,-Δ≥ 2 ωi+ 2 ωj=^ωft
i∈S∩C ieSnC iεS(∖C iεS(∖C ieC∖S Ст. е. система не имеет решения.Заметим, что для случая 1) неравенства ω1> ... ≥ωn не имеют значения, важно только, чтобы ω,-≥0 для ieB.Математический институтЛенинградского Государственного Поступило в редакциюуниверситета им. А. А5 Жданова ^∙I∙
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STABILUMAS LOŠIMUOSE SU ти-KVOTAO. BONDAREVA

(Reziumė)Nagrinėjami lošimai, kuriuose netrivialios yra tik m ir n lošėjų koaliacijos, bei lošimai su гл-kvota (žr. [1]). Įrodoma, kad tokiems lošimams visada egzistuoja tam tikro pavidalo stabili struktūra. Dalis [1] darbo rezultatų gali būti gauta iš šio straipsnio rezultatų.
STABILITY IN τn-QUOTA GAMESО. N. BONDAREVA

(Summary)The bargaining set for m-quota games (in the sense of [1]) is discussed. It is shown, that in m-quota game the payoff configuration (x1, ..., x„; B, {ι1 }, ∙ ∙ ∙, { ik } ), (×i1= .. ∙ = =xj∙λ=0, ∣B∣ = m) is stable. Some results of [1] may be obtained from the results of this paper.




