
IV 4ЛИТОВСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 
LIETUVOS MATEMATIKOS RINKINYS

ОДНА ЛОКАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА 
ДЛЯ ПЛОТНОСТЕЙП. СУ РВИ ЛАПусть (1)последовательность независимых случайных величин, имеющих плотности распределения Pk(x)9 конечные дисперсии Z)ξfc = σg и Λfξfc = O, fc=l, 2,л, ...Обозначения:

л л

ΛW и fn (t) - характеристические функции ξfc и S„ соответственно. Плотность нормированной суммы S„ будем обозначать через pπ(x), φ(x)-обозначает (0, 1)-нормальную плотность. C1 и С2 - константы, А - константа, не всегда одна и та же.Пусть для этой последовательности имеет место центральная предельная теорема, иначе говоря, пусть 
л

n k=l ∖x]>τBn
x2pk(χ)dx→0, когда n→oo, (2)для любого τ>0.На вопрос, какие условия надо прибавить в этом случае, чтобы имела место и локальная предельная теорема для рп (х), в частности дает ответ работа [2]. В ней доказано, что таким достаточным условием является следующее условие:sup∕⅛ (х) ∙σfc≤Λf< оо, для fc=l, 2, ... (3)

XВ настоящей заметке доказывается одна простая локальная теорема для плотностей, в которой не требуется выполнения условия (3), но, как станет ясно из доказательства теоремы, оно в условиях теоремы выполняется для некоторой подпоследовательности последовательности (1).Теорема. Если для последовательности (1):1) выполняется условие Линдеберга (2);2) 2⅛<C1∕r,3) все плотности рк (х) равномерно ограничены, т.е. рк (х) С2 для 
к = 1, 2, ...; то равнотерно относительно х(1 + χ2)∣A,(χ)-φ(х)∣→0, когда n→∞.
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Доказательство. Очевидно, pn(x) существует. Используя условие третье и известные факты из теории функций, интегрируемых с квадратом, а также соотношение (см. [3])
∞ оо

f ∣∕(r)∣≡Λ = 2π f [p(x)Pdx,

— ao — ∞получаем, что ∖ftl (t) ∣ ∙ ∣∕∕i (г) | является функцией интегрируемой. Поэтому уже при и>2 будет верно неравенство
оо t*2π I р„ (х) - φ (х) I ≤ f ∣A(∕)-e 2∣<* = Λ

Сначала докажем, что равномерно относительно х ∣PnW-φW∣→θ, κθrAa n→∞.Для этого достаточно доказать, что Z→0, когда n→∞. Пусть
Для интеграла I легко получаем следующее неравенство
где Z ≤ Z1 + Z2 + Z3 + Z4,

Il= f ∣A(<)-e 2∣⅛
11 Г< АΛ= f IΛ(OI⅛

πBn
А I ∕ I

Z2 = f е 2 dt.11 i>λ

¾= f lf.(t)∣Λ.

Из первого условия теоремы следует, что для любого конечного АZ1→0, когда n→∞. (4)Очевидно, для любого ε > 0, можно найти A = A(ε) такое, чтобыZ2<ε, лишь только A≥A(ε). (5)Далее воспользуемся следующей леммой (см. [2]).
Пусть случайная величина с характеристической функцией f (t) имеет 

плотность р (х) не превосходящую С и дисперсию σ2, тогда имеют место 
следующие оценки: e×P∣ - -5⅛r}∙ κ°sda ∣,∣>7∙. lzwi*∣ eχp{-^-j, κoεda ∣z∣<-∑, 
где α1 и ^ — абсолютные положительные константы.Согласно этой лемме имеемeχp{"⅛}, когда l'l≥⅜t 

eχp{-⅛⅛}- когда ∣,∣<⅜- 
k=∖, 2, ..., п. Обозначив через

~ f a1 o⅛π≡ I=



Одна локальная предельная теорема 537

получаем следующие неравенства:
Iλ(⅛)K

eχp{--<⅛}∙ когда l'l^Tj7T' eχp{-^⅜⅛j, когда ∣'∣<^i⅜-πBr, (6)
для тех k, (fc≤rt), для которых σ^≤2σ2.Пусть число таких k равно v. Тогда, согласно определению ем что σ, име-

Λσ2 = B≡=2 <⅛≥2σ2(n-v),⅛=ιи v>4∙ (7)Следовательно, для модуля характеристической функции нормированной суммы будут верны следующие оценки:_ Į H⅛H⅛)H~⅛}> когда l'>τW, lz,0k∣ eχp{-⅛⅛'2}∙ когда И<-^-
Но, согласно условию второму, имеем:

n п____ 1
~b*'и σ2≤C1, а, следовательно, и

Итак, обозначив через ⅜>⅜>0∙
получаем оценки: «1

α 2c1 ’

l∕n(0l≤ M⅛⅛(⅛)lexp<~αn>'∙ когда πBn

exp{ -βz2}, когдаИспользуя эти
а для любого ε>0

оценки, легко получаем, что T4→0, когда n→oo, существует такое A = A(ε), что Z3 < ε, лишь только А ≥ А (ε).Из соотношений (4), (5), (8), (9) следует, что 7→0, когда n→ ∞.Теперь докажем, что равномерно относительно х 
х2 Įpn (х) - φ (х) I→0, когда n→oo.Продифференцировав два раза соотношение

t* ∞
fπ(t)-e 2= ∫e,u[⅛(x)-φ(x)]⅛

— 00

(8)
(9)

(Ю)
(Н)
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получаем
<* ∞

fΖ(t)-(e 2)"= ∫ «“[-**(л(*)->(х))]л.Отсюда формально имеем неравенство:
Для доказательства соотношения (11) достаточно доказать, что Z→0 когда n→∞... Но где 1 ≤ I± + -^2 "Ь 4 "Ь 4»

При

(12)чтобы

4 = ∕ ∣Λ(0-(e 2)'∣⅛ 4 = f ∣(e"2)'∣<⅛
∣r∣<Λ ∣∕∣≡M4= f ∣Λ'ω∣⅛ 4= f ∣λ'w∣a∙7ГВ_

σ∕ 2 σ∕ 2оценке интеграла ∕1 воспользуемся следующей леммой (см. [1]).
Пусть {pn(x)}-последовательность плотностей с нулевыми математи

ческими ожиданиями и дисперсиями равными единице, и пусть pn (х) →р (х) 
при n→∞, равномерно, где р (х) - плотность с нулевым математическим 
ожиданием и единичной дисперсией. Если {fn(t)}-последовательность соот
ветствующих характеристических функций и {f (t)} —характеристическая 
функция плотности р(х), то

fn(t)→f" (t) при n→∞, равномерно.Последовательность плотностей нормированных сумм {р„ (х) } и φ (х) удовлетворяют требованиям леммы. Следовательно,
fn(t)→(e 2 У при n→∞, равномерно.Итак, для любого конечного А71→0, когда n→∞.С другой стороны, для любого ε > 0 можно найти А = А (ε) такое,

I2 = f ∖ti-l∖e^τΛ<ε.
11 ∖>A (ε)Очевидны оценки:m≤jτ∙

Используя эти оценки, из соотношения λw-∑λ∙⅛)∏∕,⅛)+∑λ(⅛)∑∕,∙⅛) li∕.(⅛)
Λ = 0 7=1 fc=l 7=1 r=I

J≠k J≠k r≠j≠k

(13)
H⅛)l≤<∙
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получаем следующие неравенства:
M'<l÷',⅛.. ∏ k⅛)l∙

r≠J≠k
' л∣Λ(O∣≤("+1) ≡ax ∏l∕,(7r)∣.1 1 '≤>≠^"r*∙Λ∣ 'А/|Теперь, согласно оценкам (6) и (7), имеем неравенства:I (l+f2)exp{-β√2}, когда ∣*∣<^⅞y⅛- ’1Л()Н M⅛)Λ(⅛)∣("+1)exp< "P2"}' κorλa 

Здесь β1>0, β2>0.Следовательно, для любого ε>0 можно найти A = A(ε) такое, чтоZ8≤ f (l+∕2)exp{-β1t2}Λ<ε, (14)
11 l≥Λ(ε)а также и Z4→0, когда n→∞. (15)Из соотношений (12) —(15) следует, что равномерно относительно х выполняется соотношение limx⅛(x)-φ(x)∣ = 0. (16)

n→∞ I IУтверждение теоремы следует из соотношений (10), (16).
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VIENA RIBINĖ LOKALINĖ TEOREMA TANKIAMS

P. SURVILA

(Reziumė)

Darbe įrodoma sekanti lokalinė ribinė teorema:
Jeigu nepriklausomų atsitiktinių dydžių sekos ξ1, ξ2, ..., ζ∏, ... nariai turi tolygiai 

aprėžtus tankius, nulinius vidurkius ir baigtines dispersijas Dξ∕c=σ^<oo, ir jeigu, be to, pa
tenkintos dar ir sekančios sąlygos: 

n

1) egzistuoja toks skaičius C< oo, kad visiems n,
k=\ •
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2) patenkinta Lindebergo sąlyga (2), tai tolygiai visiems x

Čia

lim (l÷x2) 1рл(х)—Z7=-e 2 1 = 0.
n→∞ Į y Į

' EIN LOKALER GRENZWERTSATZ FÜR DIE DICHTEFUNKTIONEN

P. SURWLLA

(Zusammenfassung)

In vorliegendem Artikel wird der folgende Satz bewiesen:
Es sei ξ1, ξa, ..., ξ∏, ... eine Folge von unabhängigen Zufallsgrößen, welche die 

gleichmäßig beschränkten Dichtefunktionen, die Mittelwerten Λ∕ξ⅛=O und die Dispersionen 
Dξfc=σ⅛<∞ haben. Wir setzen 

1) es gibt eine Zahl C< ∞ derart, daß für jedes n
B^Cn

Л d r i
j⅞ω=p<⅛<χ}, B1n=∑ °l∙ H⅞1∑⅛<'

k=\ L 1 λ=i
Wen die Bedingungen:

ist;
2) für jedes τ > 0 die Beziehung

n
lim ^β≡^ Σ f x2^fk(x) = 0,

n→∞ j3n I „
Ä=1 ∣x∣>τBn

gilt, erfüllen sind, genügt die Folge der Dichtefunktionen p„ (x) der Beziehung

I i Ilim (l+xa) рл(х)—2 = 0.
∏→oo I y Z7V I


